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UVOD

Statika nosača, bez obzira da li se radi o slobodno ili elastično
okretnim, nepopustljivim ili elastično popustljivim osloncima,1 tretira te
oslonce kao tačke. Ovakvo tačkasto oslanjanje se ostvaruje u‘ slučaju
nekih nosača izvedbom naročitih ležajnih tjelesa, pa se pomoću izraču­
natih vrijednosti statičkih veličina može dobiti slika naponskog stanja
takvih nosača. (Nosači velikog raspona kod mostova i si.)

U građevinskoj praksi, u slučaju nekih vrsta objekata naročito u
visokogradnjama, nosači se oslanjaju na oslonce (stubove, zidove),1 koji
imaju izvjesnu, veću ili manju, širinu. U slučaju malih širina oslanjanja,
tj. kad je širina oslanjanja malena u odnosu na raspon, mogu se upotrijebiti
rezultati dobijeni pod pretpostavkom tačkastog oslanjanja. S 'porastom
širine oslonaca statičke veličine se sve više razlikuju od onih1 koje se
dobijaju uz pretpostavku tačkastog oslanjanja. Posljedica toga jest da
rezultati dobijeni uz pretpostavku tačkastog oslanjanja postaju potpuno
neUporabivi. U praksi se s ovakvim nosačima pćstupa većinom tako
da se vrijednosti statičkih veličina procjenjuju prema iskustvu 'i' osjećdnju
uporabom raznih koeficijenata. Nisu rijetki s’učajevi i štetnih pojava na
ovakvim nosačima usljed pogrešne procjene statičkih veličina.

Problem nosača na širokim osloncima nije bogato tretiran u stru­
čnoj literaturi. Koliko je autoru ovog rada bio dostupan uvid u istra­
živanje, u literaturi, prvi se ovim problemom pozabavio 1912. god. H.
Marcus1). On obrađuje nosač s jednim poljem, s jednim i oba široka
oslonca, te nosač s dva polja sa srednjim širokim osloncem. Ističući da
se ne može dati opća metoda za rješenje ovog problema, on za svaki
slučaj razvija diferencijalne jednadžbe; za dio nosača na osloncu, te za
dio nosača među njima, izjednačuje ugibe i kutove zaokreta na spoju
ovih dijelova i tako dobija nepoznate rubne momente. Na ovaj načinje
praktična primjena ovog rada prilično onemogućena, jer za svako opte­
rećenje i za svaku vrstu nosača treba razviti cijeli postupak dobijanja
potrebnih jednadžbi.

1921. god. nosač s jednim poljem na dva Široka oslonca, simetričan
i simetrično opterećen jednom silom u sredini, rješava K. Hayashi2).
Ni njegova metodika rješavanja ne omogućuje praktičnu primjenu, jer
daje vrijednost rubnog momenta samo za taj specijalni slučaj opterećenja,
dok bi za neko drugo opterećenje trebalo nanovo sprovesti čitav postu­
pak, koji je prilično složen, pošto se u izjednačivanju ugiba i kuta
zaokreta operiše sa 7 konstanti. Ovakav način rješavanja bio bi, u slu­
čaju nosača preko više širokih oslonaca a proizvoljno opterećenog,
praktički vrlo teško izvodiv.



M. Hetenyi3) daje takođe rješenje za nosač sa dva široka oslonca
simetričan i simetrično opterećen jednom silom u sredini te s jednolikim
opterećenjem po dužini polja. Njegova metodika rješavanja je već znatno
jednostavnija i prikladnija, jer uvodi gotove izraze za kutove zaokreta
na rubovima oslonaca.

Za razliku od dosad navedenih autora daje K. lager4) rješenje
za nosač na beskonačno mnogo jednakih polja i oslonaca s jednakim i
simetričnim opterećenjem u svakom polju. Kao statički prekobrojnu veli­
činu uvodi on momenat u sredini oslonca mjesto rubnog momenta, što
mu je omogućeno jer se radi o potpunoj simetriji oslonaca. Na taj način
ima posla samo s dvije integracione konstante, što uveliko pojednostav­
ljuje čitav proračun.

Da bi se uticaj širokih oslonaca što jednostavnije uzeo u obzir,
naši propisi za beton i armirani beton uvode fiktivnu šemu nosača u
kojoj je raspon nešto veći (za 5%) od svijetlog otvora. Po toj šemi se
nosač proračunava kao da je tačkasto oslonjen.

Iz izloženog se vidi da rješenje nosača na širokim osloncima još
nije dato u takvom obliku da bi se moglo u praksi nesmetano upo­
trebljavati.

Ovaj rad daje opće rješenje kontinuiranog nosača na širokim oslon­
cima uvođenjem jednadžbe šest momenata, koja dozvoljava preračunavanje
bilo kakvog nosača s proizvoljnim opterećenjem. Da bi se olakšalo
numeričko postavljanje potrebnih jednadžbi i lakše iskorištavanje pojedinih
izraza i formula, date su tabelarno vrijednosti funkcija koje najčešće
dolaze. Za kontinuirani nosač preko više polja, opterećen jednolikim
opterećenjem, ucrtani su dijagrami iz kojih se neposredno mogu dobiti
veličine svih momenata, što je za praktičnu primjenu od osobite važnosti-



OPĆE OZNAKE I POSTAVKE

Razmatramo kontinuirani nosač konstantnog momenta inercije I i
modula elastičnosti E preko proizvoljnog broja proizvoljno širokih oslo­
naca. Dio takvog nosača prikazan je na si. 1.

Mr-1 Mr-1

(r-2)' r-1 (r-1)' I r r' | | r+1 (r+l)'

Jf * j- |
-^r -------------------^Mr.1 ,

($L_____r ^Tr-1-1 Tr+fo

Mr Mr Mr+1 Mr+1

Si. 1.

Usvajaju se slijedeće pretpostavke:
1) opterećenje proizvoljno unutar polja (opterećenje po širini oslonca

posmatrat će se naknadno),
2) oslonci se elastično progibaju po zakonu: 

gdje je y progib u proizvoljnoj tački oslonca, q je intenzitet opterećenja
oslonca u toj tački, a k intenzitet opterećenja po jedinici širine oslonca
koji izaziva jedinični progib; ovaj koeficijent podloge k ovisan je, dakle.
o materijalu oslonca; ♦)

3) debljina oslonca jednaka je širini nosača i
4) dodirna površina između nosača i oslonca može preuzimati

vlačna naprezanja isto kao i tlačna, tj. nema dizanja nosača od oslonca;
(ova vlačna naprezanja su ili vrlo malena ili ih uopće nema usljed
opterećenja oslonca).

Ako u rubovima oslonaca, tj. u tačkama (r-2)' do (r+1)', pre­
siječemo nosač, onda na mjestima gdje smo izvršili presjek moramo
priložiti odgovarajuće momente i poprečne sile da bi pojedini dijelovi
ostali u istom stanju kao i prije presijecanja.

Ovi momenti i poprečne sile su nepoznate statičke veličine, čije
iznalaženje i jest glavna svrha ovog rada.
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Gornjim, presijecanjem dobili smo dijelove nosača između oslonaca,
s opterećenjima koje im pripada i momentima i poprečnim silama na
krajevima, koje možemo lako riješiti primjenom pravila statike i čvrstoće,
te dijelove nosača na osloncima, tj. na elastičnoj podlozi, koji su pod­
vrgnuti djelovanju momenata i poprečnih sila na kraju. Ovi se dijelovi
nosača ne daju rješiti elementarnim sredstvima statike i čvrstoće, pa ih
treba zasebno osmotriti.

DEFORMACIJA DIJELA NOSAČA NA ELASTIČNOJ PODLOZI

Uzmimo dio nosača na osloncu tr s rubovima x i r' prema si. 2
On je opterećen momentima Mr i Mr te poprečnim silama Tr i Tr

na krajevima.

si. 2.

Ti1, Tr

Diferencijalna jednadžba za ovakav nosač na elastičnoj podlozi glasi:

EI diy

gdje je q opterećenje nosača podlogom.
Prema pretpostavljenim elastičnim svojstvima oslonaca:
q = kry (kr je koeficijent podloge ža oslonac r—r') pa će diferenci­

jalna jednadžba glasiti:
dl y ,

EI-+=-kry (1)
dxi

Opće rješenje ove diferenc jalne jednadžbe je poznato i glasi:
1 Š X 3 x . — S x — s X
y^Aer cossrx+Ber sinsrx+Ce r cosšrx + De r sinsrx, (2)

gdje je:

Integracione konstante A, B, C i D dobijamo iz četiri rubna uslova.

d 2y <
r-r~r~2 = ~Mr Z3 .V = tr ,
EI dx2

EI^- = — Mr za x = 0,
dx2

8



EI^-T,™ x-0,
dx3 

dsy
EI—;.-^1,. za x-tr.dr

n j- * t. c i <iy d~y (^yRadi toga potrebne su formule za — , —. One glase:
dx dx2 dx?

— = AsreSf (cos srx —sin srx) 4- Bsrer (cos srx 4- sin sfx) —
dx

— S X e — ,v .V
— Csre r (cos srx 4-sin ^rx) 4- Dsre r (cossrx—sin 5rx);

d~ y SX . „ Š X —SX — SX
—2As‘rer sin srx + 2Bs;e r cossrx-r2Cs;e r — 2Ds;e r cos srx;

d3y , s x . , s -v-----= — 2 As3e r (cos 5rx + sin sr.x) -I- 2BsJ e r (cos srx — sin srx) 4-
dx3

— S X . — S X
4- 2 Csr e r cos srx—sin srx) + 2 Ds3r e r (cos srx + sin srx).

Umetanjem rubnih uslova dobijamo ove četiri jednadžbe:

Mr
2Bs;~ 2Ds;=-. - EI

„ - . z -z . -z Mr— 2 As; e r sin zr-i-2BSre r cos zr + 2 Cs~re r sin zr — 2Ds~re rcdszr=—~—^EI

-2As'r + 2Bs3 + 2Cs3r + 2Z>5?= ,
EI

— 2 As3 e r (cos zr + sin zr) 4- 2 Bs3r e r (cos zr — sin zr) 4-

-- -- Tr4- 2 Cs3r e r (cos zr—sin zr) 4- 2 Ds3 e r (cos zr 4- sin zr) — — — ,EI
gde je: zr — srtr.
Radi jednostavnosti rastavimo ovaj odnos na dva dijela prema slici 3,
pa će se konačni rezultat dobiti superpozicijom.
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Za opterećenje pod a) će biti:
2Bsz- 2Dszr = 0 (iz prve jednadžbe),

odnosno:
B^D.

Iz tieće jednadžbe:

- 2As~ + 2Bs~ + 2 Cs* 2r + 2jD5, = 0,
pa je:

A = B+C+D=2B+C.
Ovo uvrstimo u drugu i četvrtu jednadžbu i kad sredimo, dobijamo:

4Bs~r (cos zr sinh zr - e rsin zr) - 4Cs ,sin zrsinh zr —

— 4 Cs3r (cos zr sin zr + sin zr cos h zr) = —r-.EI

4Bs\ (cos zr cos hzr - sin zr sinh zr — e rcos zr— e r sin zr) —

Iz ovih dviju jednadžbi slijede izrazi za konstante B i C, a iz njih i za
A i D:

_ Trsinzrsinhzr — Afr^r(sin2rcoshzr + coszrsinhzr)
D = D -= --------------------------- —------------- —- ---------------------------------------------------------------------- 9

4 E1 s3 sin h2 zT - sin2 zr)

r  Tr (cos zr sin h zr— e r sin zr) — Mr sr (cos zr cos h zT —
Vz -- ~ -- --- -------- - - ■ ■ --- - . ■ -----

4 EIs3r (sin h2 zr — sin2 zr)

— sin zr sin h zr — e r cos zr — er sin zr)
4 EIs3 (sin h2 zr—sin2 zr)

Tr (cos zr sin h zr - e rsin zr) - Mr (cos zr cos h zr —/i -
4 EI s3 (sin h2 zr — sin2 zr)

- sin zrsin h zr+ e r sin zr—e r cos zr)
4 EIs3 (sin h2 zT — sin2 zr)

Kad uvrstimo vrijednosti ovih konstanti u izraz (2) te izvršimo potrebno
sažimanje i sređivanje, dobijamo:

ya - --------------- ----------------{Tr [sin h zr cos h sr (tr—x) —
2 EIs3 (sin h2 zr — sin2 zr)

—sin zT cos sr x cos h sr (tT — x)] — M'r sT [cos h zr cos h sr xcos sr (tr — x) —

— sin h zr cos hsrx sin sr (tr — x)] — cos zr cos sr x cos h sr (tr — x) —
—sin zr cos sin h5r(/r—x)]}.
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Za opterećenje pod b), (si. 3). dobijamo rješenje ako mjesto x stavimo
tr-x, pa je:

yb =------—------ 1--------------- (Tr [sin h zr cos sr x cos h sr (tr — x) —
2 EIs3r (sin h2 zr — sin2 zr)

— sin zT cos h sr x cos sr (tr—x)] — Mr sr [cos h zr cos sr x cos h sr (tr — x) —
— sinh zrsin srxcosh sr(tr- x) — coszrcosh sr x cos sr (tr — x) —

— sin zrsin h srxcos sr(tr — x)]}.
Za dobijanje ukupnog pregiba j moramo ove dvije vrijednosti zbrojiti.

y=-ya+yb-
Kad to učinimo, dobijamo:

y —--------------- - —----------- /Tr [sin h zr cos sr x cos h sr (tr — x) —
2 EIs, (sin h2 zT — sin2 zr)

— sin zrcosh srxcos sr (tr — x)] 4- T'r [sinh zrcosh ^rxcos sr (tr—x) —

— sin zr cos 5r x cos h sr (tr — x)] — Mr sr [cos h zr cos sr x cos h sr (tr — x) —
— sin h zT sin sr x cos h sr (tr—x) — cos zr cos h x cos sr (tr — x) —

— sin zr sin h x cos sr (tr — x)J — Mr’ sr [cos h zr cos h sr x cos sr (Jr—x)M

— sinh zrcosh srxsin sr (tr — x) — cos zrcos srxcosh srtr — x) —
— sin zr cos srx sin h sr (tr — x)]} (4)

Kut zaokreta tangente na elastičnu liniju dobijamo kao prvu derivaciju
prednjeg izraza po x —u, koji glasi:

dy 1
— - -------------------------------- (Tr [ — sin h zr sin. sr x cos h sr (tr — x) —
dx 2 Els'r (sin h2 zr — sin2 zr)

—sinh zrcos jrxsinh sr(tr — x) — sin zrsinh srxcos sr(tr — x) —

— sin zr cos h sr x sin sr (tr — x)] 4- Tr [sin h zr sin h sr x cos sr (tr — x) 4-

4-sin h zr cos h ^rxsin sr (tr—x) + sin zr sin srxcos h sT (tr—x') 4-
4-sin zr cos 5,rxsinh sr tr — x)] + Mr sr [cos h zr sin 5rxcosh srtr—x) +
+ cos h zr cos x sin h sr (tr — x) + sin h zr cos sr x cos h sr (tr - x) —
— sin h zr sin sr x sin h sr (Jr — x) 4- cos zr sin h sr x cos sr (Jr — x) 4-
4- cos zr cos h sr x sin sr (tr—x) 4- sin zr cos h sr x cos sr (tr—x) 4-
4- sin zr sin h sr x sin sr (tr — x)] — M'r sr [cos h zr sin h sr x cos sr (tr — x) +

4- cos h zr cos h sr x sin sr (tr — x) — sin h zr sin h sr x sin sr (tr — x) 4-
4- sin h zT cos h sr x cos sr (tr — x) 4- cos zr sin sr x cos h .vr (tr — x) 4-

11



-I- cos zr cos sr X sin h sr (Jr — x) 4- sin zr sin sr x sin h sr (tr - x) 4-
4- sin zr cos sr x cos h sr x cos h sr (tr — x)].} (5)

Za dalje razvijanje potrebni su nam progibi i kutovi zaokreta
tangente na elastičnu iiniju u rubovima oslonca r i r:' Njih dobijamo

đy
ako u izraze za y i ■— metnemo x = 0 i x = tr.

dx
Progibi:

y - ---------------- - -------------- [Tr (sjn h zr cos h zr — sin zr cos zr) +
2Bis, (sin h2zr — sin2zr)

4- T'r (sin h zT cos zr — sin zr cos h jr) — Mr sr (sin h2 zr -i sin2 zr) 4- 

4- 2 M'r sr sin h zT sin sr]

yr ----------------------------- [Tr (sin h z. cos zr — sin zr cos h zr) 4-
2EIs* (sin h2zr —sin2zr)

4- Tr (sin h zr cos h zT — sin zr cos zr) -I- 2 Mr sr sin h zr sin zr—

— Mr sr (sin h2 zr 4- sin2 rr)],
Kutovi zaokreta:

m =--------------- 1---------------[2 Tr sin h zr sin z. — Tr (sin h2 4- sin2 zr) 4-
2 ElSr (sin h2 zr — sin2 zr)

+ 2Mrsr (sinhž:rcoshzr4- sinzr cos ~r) 4- 2 Mr(sr sinhzrcos zr 4- cos h zT sin zr)],

-------------------------------[T’r (sin h2 zr 4- sin2 zr) — 2Tr sin h zr sin zr 4-
2 EIs^ (sin h2 zr — sin2 zr)

■4-2Mrsr (sin h zr cos zT 4- cos h zT sin zr) — 2 Mr sr (sin h z'r cbš h zr 4- 

4- sin zr cos zr)].

Izrazi uz Tr, Tr, Mr, Mr> su za dati nosač te širinu oslonca tr
i koeficijent podloge kr, jednoznačno određene veličine pa ćemo, radi
pojednostavljivanja izraza, uvesti slijedeće oznake:

sin h2 zr — sin2 zr = ar
sin h2 zr 4- sin2 zr = cr
sin h zT cos h zr—sin zr cos zr — dr
sin h zr cos zr — sin zT cos h zr — eT
sin h zT sin zr = fr
sin h zr cos h zr 4- sin zT cos zr — gr
sin h zr cos zr 4- cos h zr sin zr = hr

(6)

12



Uz te :oznake poprimaju izrazi za progibe i za kutove i zaokreta
slijedeći oblik:

Progibi: **)
Tr dr + Tr er — Mr sr cr + 2 Mr sr fr

2 EIs2 ar 

' Trer + Tr dr + 2 Mr sr fr—Mr sr cryr— ---- -------------------r rjr___r_r r _

(7)

2EIs2ar
Kutovi zakreta: ♦♦)

2 Tr fr — Tr cr + 2 Mr sr gr — 2 Mr sr hr?r==--------------——----------------
2 EIs~r ar

r, _Trcr —2 Trfr+2 Mr sr hr — 2 Mr sr gr
r 2 Els2r ar

(8)

JEDNADŽBA ŠEST MOMENATA

Sad možemo pristupiti određivanju nepoznatih rubnih momenata
na osloncima. Kako svaki oslonac ima 2 nepoznata rubna momenta, to
uz n oslonca imamo 2n-2 nepoznatih momenata, pošto su momenti na
prvom rubu prvog oslonca i na drugom rubu zadnjeg oslonca poznati
ili zadani. Sistem je, dakle, 2/2-2 puta statički neodređen.

Za određivanje nepoznatih rubnih momenata treba sastaviti 2n-2
jednadžbi. Za švaki rub dobijamo po jednu jednadžbu iz usldva nepre-
kinutosti elastične linije na rubovima oslonaca, tj. iz uslova da je tan­
genta na elastičnu liniju u rubovima zajednička kako za dio nosača među
osloncima tako i za dio na osloncima.

Za rub r oslonca tr taj će uslov glasiti:

) —6^r-+-3^J-+?rO + ?r + ^ = 0. (9)
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Ovdje je <pr0 kut zaokreta tangente na elastičnu liniju u tački r
proste grede raspona lr za zadano opterećenje.

<pr je je kut zaokreta tangente na elastičnu liniju u tački r nosača
na elastičnoj podlozi dužine tr. za koji imamo gotov izraz (8), tj.:

2 Elsi al
2Trfr-Trcr^2Mrsrgr-2M'rsrhx

?r =

tpr je kut zaokreta nosača raspona lr usljed nejednakosti progiba u tač-
kama (r— 1)' i r, te iznosi:

= — (yr^~yr) •

Za i yr imamo gotove izraze (7;, koji glase:

y = ^r-igz-i + Tr 1t/r 1+ 2Mr^1sr 1fr—1—Mr 1sr jL cr^.1
r-1

Tr dr + Trer—Mr sr cr + 2 Mr sr fr
yr ~ 2EIs3ar ’

pa za <pr dobij amo:

I _ 1 (T'-1 gr—1 + Tr-1 dr_r + 2 -A/r-! ■S'r-i fr-1 ~ Mr-i Sr-1 Cr~l _
r 21r£7\

Tr dr + Trer—Mrsrcr + 2Mrsrfr
s3rar

U ovim formulama dolaze vrijednosti poprečnih sila ua rubovima
oslonaca. Mjesto njih uvrštavamo poznate izraze:

rp _ t Mr—i Mr_2r-1 — -1 (r-l)O---------7---------»

T' _Ty Mr-!-Mr 

1
, Mr-M,
rO

M'r-Mr+1
J r+l

gdje su T^-do, Tr0, Tr poprečne sile u odgovarajućim rubovima
oslonaca od proste grede usljed vanjskog opterećenja.
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Nakon uvrštavanja svih ovih vrijednosti u jednadžbu (9) te poslije
sređivanja i sažimanja, dobijamo slijedeću jednadžbu za rub r:

—-V-e,-! Mr_2 + 2/r_x- Mr_1 +
Ir-jS?-! V ^r-l lr-l)

~ar-i

2cr + 2sr lrgr + -

{ 1 A ' Cl+ đr_J —-----2 fr - 2 sr 1 r hr - 2fr Mr + (2 sr lr fr - er) Mr+1 =
Vr lf+1 K+l J sr^r+l

iS“ S"
— —2EISr Irarđ,.-! ?r0-----7— Or er-l ^(r-l)O---- ---  ar dr-l ^'(r-ljo +

5?-l 5?-i

(10)

Analogno dobijamo jednadžbu za rub (r—lp:

^r-l lr-1 k^r-1 ’r-l 1|—1

Mr_i +
(2 dr \ar^y— 1; ar -I------- +
(3 lrs’ J— 25r_! — 2fr-x

»s**+ r~L n,-ier Mf+1= - 2EJs-_-l lrar ar_!?’(,_ 1)o +

+ ar f-r—- — 21r/r_x] T^r-1')0 + ar f I- lr —
l^r-l J \sr-l J

—ar-zdr Tr0-^- ar^ er Tr0. (11)
5? Sr

Ovo su jednadžbe šest momenata. Ovakvu jednadžbu smo u stanju
napisati za svaki rub oslonca, i tako dobijamo sistem od 2n-2 jednadžbi.
Rješavanjem ovog sistema mogu se dobiti vrijednosti momenata savijanja
na rubovima oslonaca, a iz ovih i poprečne sile na tim rubovima.
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Članovi uz nepoznate momente na lijevoj strani i uz faktore koji
ovise o vanjskom opterećenju na desnoj strani jednadžbi mogu se za
svaki zadani slučaj izračunati. Da se to izračunavanje olakša, date su
tabelarno vrijednosti za izraze označene s a, c, d, e, f, g, h.

Nakon određivanja rubnih momenata i poprečnih sila, lako možemo
dobiti moment i poprečnu silu u svakoj tački nosača između oslonaca
koristeći se poznatim pravilima iz statike.

Prije nego što pređemo na primjenu dobivenih jednadžbi u speci­
jalnim slučajevima koji u praksi najčešće dolaze, treba ispitati dijelove
nosača na osloncima, tj. izračunati momente i poprečne sile u bilo kojoj
tački nosača na osloncu, kao i naprezanje podloge u toj tački.

ISPITIVANJE DIJELA NOSAČA NA OSLONCU

Posmatrajmo dio nosača na osloncu r—r' dužine ir koji je na rubu r
opterećen msmentom Mr i poprečnom silom Tr, a na rubu r' momen­
tom M'r i poprečnom silom T'_ (si. 5.).

SI. 5.

Da dobijemo moment savijanja i poprečnu silu u bilo kojoj tački
tog dijela nosača, potrebni su nam izrazi:

d2 y d3 vMrx=-EI—+- i Trx=-EI-^~,
dx2 dx3

koje dobijamo kao drugu, odnosno treću derivaciju po x-u izraza (4).
Oni glase:

Mrx =------------- ----------- {Tr [sin h zr sin sr x sin h sr (tr — x) —
sr (sin h2 zr—sin2 zr

—sin zr sin h sr x sin sr (tr—x)] + T' [sin h zr sin h sr x sin sr (tr — x) —

— sin zr sin sT x sin h sr (tr — x)] + Mr sr [cos zr sin h sr x sin sr (tr — x) +

+ sin zr cos h sr x sin sr (tr—x) — cos h zr sin sr x sin h sr (tr—x) —

—sin h zr cos sr x sin h sr (t — x)J — M'r sr [cos h zr sin h sr x sin sr (rr — x) +

+ sin h zr sin h.yr x cos sr (t — x) —cos zr sin sr x sin h sr (t — x) —

— sin zr sin sr x cos h sr (tr — x)]},
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te:

Trx - -------------------------Tr [sin 11 zr cos sr x sin h sr (tr — x) —
(sin h2zr—sin2 zr)

— sin h zr sin sr x cos h sr (tr — x) — sin zr cos h sr x sin sr (tr — x) 4-

+ sin zr sin h sr x cos sr (tr — x)] + T'r [sin h zr cos h xsin sr (tr — x) —

—sin h zr sin h sr x cos sr (tr — x) — sin zr cos 5, x sin h sr (tr — x) +

4- sin zr sin sr x cos h sr (Jr — x)] 4- Mr sr [cos zr cos h sr x sin sr (tr —x) —

— cos zr sin h sr x cos sr (tr—x) 4- sin zr sin h sr x sin sr (tr — x) —

—sin zr cos h sr x cos sr {tr — x) — cos h zr cos sr a- sin h sr (tr — x) 4-

4- cos h zr sin sr x cos h sr (fr — x) 4- s:n h zr sin sT x sin h sr (tr — x) 4-

4- sin h z,. cos sr x cos h sr (tr — x)] — M'r sr [cos h zr cos h sr x sin sr (tr—x) —

—cos h zr sin h 5. xcos sr (tr—x) 4.-sin h zr cos h srxcos sr (tr—x) 4-

4- sin h zr sin h sr x cos sr (Zr—x) — cos zr cos sr x sin h sr (tr—x) 4-

4- cos zr s n sr x cos h sr (tr — x) — sin zr cos sr x cos h sr (tr—x) 4-
4- sin zr sin sr x sin h sr (lr — x)]}.

Ako u ove izraze uvedemo slijedeće zamjene:

sin (/r — x) = sin zr cos sr x — cos zr sin s, x
cos sr (tr - x) — cos zT cos sr x 4- sin zr sin sr x

(12)
sin h sr (tr —x) = sin h zr cos h sr x - cos h zr sin h sr x v
cos h sr (tr — x) = cos h zr cos h sr x — sin h zr sin hsr x

dobijamo nakon sređivanja:

Mrx =------ :----—----------- {sin sr x cos h sr x [Tr sin h2 zT — T' sin zr sin h zT —
sr (sin h2 zr — sin2zr)

- Mr sr (sin zr cos zT + sin h zr cos h zr) 4- M'r sr (sin h zr cos zr 4- sin zrcos h zr)] -

— sin sr x sin h sin sr x [Tr (sin h zr cos h zT — sin zr cos zr) +

4- T'r (sin h zr cos zr — sin zT cos hzr)—Mr sr (sin h2 zr 4- sin2 zr) +

4- 2 M|^5,r sinhzr sinzj4-sin h 5rxcos srx [7^ sin hzr sin zr — Tr sin2 zT +

4 Mr sr (sin cos zr 4- sin h zr cos h z^) — M'r sr (sin zr cos. zT 4- sin h zT cos zr)] —

— cos sr x cosh sr,xMrSr (sin h2zr - sin2 zr)},
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te:

Trx =----------- ~--------{sin x sin h .s’r x [Tr (sin h2 zr 4- sin2 zr) —
sin h2 zr —sin2 zr

— 2 T, sin zr sin h zT — 2 Mr sr (sin zr cos zr 4- sin h zr cos h zr) +

4- 2 Mr sr (sin h zr cos zf 4- sin zr cos h zr)] +
4- cos sr xcos h sr x Tr (sin h2zr — sin2 zr) —

—sin 5, xcos h sr x [Tr (sin h zr cos h zr — sin zr cos zr) +

+ Tr (sin h zr cos zr—sin zr cos h zr) — 2 Mr sr sin h2 zr 4- 2 Mr sr sin zr sin h zr] —
—cos sr xsin h sr x [Tr (sinh zr cos h zr — sin zr cos zr) 4-

+ Tr (sin h zr cos zr—sin zr cos h zr) — 2 Mr sr sin2 zr + 2 Mr sr sir. zr sin h zr]}.

Koristeći se oznakama (6), te uvodeći:
sin2 zr = ir,

sin h2 zr = jr,

dobijamo jednostavnije izraze:

Mrx =----— [sin sr x cos h sr x (Tr jr — T' fr — Mr sr gr 4- M' sr hr) —

sin sr x sin h sr x (Tr dr + Trer— Mr sr cr + 2 Mr sr f) 4-

4- cos sr xsin h sr x (Tr fr — Tr ir 4- Mr sTgr^ — Mrsr hr) —

— cos sr x cos h sr x Mr sr ar] (13)^
te:

Trx= — — [sinsrxsinhsrx(Trcr — 2T'rfr — 2Mrsrgr + 2 M' srhr) +
' r

4- cos sr x cos h sr x Tr ar—

—sin x cos h sr x (Tr dr +T'rer — 2 Mr srjr 4- 2 M'r sr f)—

— cos sr x sin h sr x (Tr dr 4- T'r eT — 2 Mr srir+2 M'r sr /r)]. (14)

Nas zanimaju ekstremne vrijednosti momenata, pa nam je za to
potrebno znati mjesta, odnosno x-e, gdje one nastupaju. To ćemo dobiti
ako izraz (14) sravnimo s nulom. Podjelimo ujedno jednadžbe s cos srx
coshsrx, pa ćemo dobiti:

tg sr x tg h sr x (Tr cr — 2Trfr — 2Mrsrgr + 2 Mr sr hr) + Trar —

— tgsrx(Trdr + Tr—2Mr sr jr 4- 2 Mrsr fr) —

— tghsrx (Trdr + Trer — 2Mrsrir + 2Mrsrfr) = 0.
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Pošto su svi izrazi u zagradama, kao i slobodni član, poznati, tj.
mogu se za svaki zadani slučaj izračunati, to ćemo radi jednostavnosti
pisati jednadžbu u ovom obliku:

A Tr tg sr x -I BTr tg h sr x—CTr tg sr x sr x tg h sr x DTr. (15)
gdje su:

ATr =- Tr dr+frer-2 Mr srjr 2 Mr sr fr

BTr=Trdr -\-Trer — 2 Mr sr ir + 2 Mr sr fr (16)

CTr = Trcr — 2 Tr fr — 2 Mr sr gr + Mr sr hr

Dfr = Tj- &r

Dakle momenti imaju ekstremnu vrijednost za sve srxkoji zado­
voljavaju jednadžbu (15).

Ovu jednadžbu ne možemo riješiti u eksplicitnom obliku. Zbog
toga ćemo postupiti na slijedeći način:

Ako pogledamo vrijednosti za tgh vidimo da se one brzo približuju
jedinici. Stavimo najprije da je tg hsrx — 1,00, pa je:

GGHOSilO*

^Tr~~BTr
ATr-CTr'

sT xj
ATr—Crr

Sr Xj — Sr X ’ + 7C ,

(17)

srx’ = sr xj + 2- itd.

Oni srx' za koje se tghsrx' razlikuje od jedinice za manje od
unaprijed usvojene veličine e mogu se uzeti kao definitivni. Ostale sr x\
koji ne zadovoljavaju taj uslov, računamo ponovno, tj.: 

sr x = are tg Z>rr-Brrtgh5rxx
ATr-CTrtghsrx' ’ (18)

ponavljajući račun do postizanja tražene tačnosti.
Naravno da samo oni srx imaju smisla koji- su manji od srtr,

odnosno manji od zr.
Veličinu e tako odabiremo da možemo postići poželjnu tačnost.

Za praktičnu primjenu dostaje da ona bude ± 1 cm. Ako uzmemo u obzir
da je red veličine za sr oko 0,01 cm-1, onda dobijamo za s veličinu 0,01,
pošto je:

E = Axjr= 1-0,01=0,01.
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Ovom s-nu odgovara srx, koji se dobije iz:

tg h x -= ——= (1 — “Vv) (1 — e "V) 1 —e ,
1 + e r

1 +e-4,/-2e -*SVI-e,

e-4l/-2e“2V\-E-0.
e _ 2 S A*Ako stavimo da je e “ r —■ u, onda je:

u2 — 2 u + z — 0.
odnosno:

______ / i \
ZZ = 1 ± 1/ 1 — £ = 1 ± i----- s I ,l 2 j

ili:

odakle slijedi:
1,2 1 .sr x =— l/i — = — l?z 200,
2 z 2

sr .v = 2,645 = 2,65.

Dakle sve srx, izračunate po formuli (17), koji su veći od 2,65 ili
jednaki 2,65 uzimamo kao definitivne. One srx koji su manji od te
veličine moramo računati po formuli (18).

Kad tako dobijemo vrijednosti srx za koje momenti savijanja
dobijaju svoje ekstremne vrijednosti, pristupamo određivanju tih ekstremnih
momenata koristeći se formulom (13), koju ćemo radi jednostavnosti
pisati u ovom obliku:

Mrx = ------ (AAfr sin sr x cos h srx—BMr sin sr x sin h sr x +
sr ar

+ Cjvfr cos sr x sin h srx — DMr cos sr x cos h sr x . (19)
gdje su:

A Mr =-• Tr jr — Trfr — Mr Sr gr + Mr Sr hr

BMr = Trdr + Tr er-Mr sr cr + 2Mrsrfr ( n

CMr = Trfr — Tr lr + MrSrgr - MrSr hr
£>Mr - Mr ST Or

Ako poprečne sile na rubovima r i r' imaju smjer gravitacije što
odgovara predznacima — Tr i + Tr , (Što je u praksi najčešće) tada imamo
neparni broj ekstremnih vrijednosti momenata, odnosno vrijednosti srx
za koje one nastaju, od kojih su prva i poslednja minimum. Iz toga 
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možemo zaključiti da najveći negativni momenti ne nastupaju, na rvbo-(
vima oslonaca, već na udaljenosti xn odnosno x„ od oslonca r, gdje su:

, srx„
a-j — —- odnosno x„ =----

sr

mjesta u kojima nastupa prva i posljednja ekstremna vrijednost mo­
menta savijanja.

NAPREZANJE PODLOGE

Pritisak na podlogu po jedinici dužine oslonca proizilaži iz osnovne
diferencijalne jednadžbe te iznosi:

9r - kry

Naprezanje podloge dobijamo ako pritisak po jedinici dužine dijelimo-
sa širinom nosača /?. tj.:

Za y imamo poznat iznos (4). Preudesit ćemo ga tako da se koristimo
zamjenama (12), pa imamo:

v =------------- -------------- (77[sin hzr cos s,x (cos h zr cos h srx—
2 ElSr (sin h2 zr — sin2 zr)

— sin h zr sin h srx) — sin zr cos h srx (cos zr cos srx 4- sin zr sin jrx)] +*

4- Tr [ sin h zr cos h $rx (cos zr cos sr x + sin zr sin sr x) —

— sin zr cos srx (cos hzr cos h srx — sin h zr sin h srx)] —

— Mrsr [cos h zr cos 5rx (cos h zr cos h srx — sin h zr sin h sKx) r-

— sin h zr sin srx (cos h zr cos h srx — sin h zr sin h srx) —

— cos zr cos h srx (cos zr cos srx + sin zr sin srx) —

— sinzr sin h 5rx (cos zr cos srx + sinzr sin 5fx)] —

— Mr sr [cos h zr cos h srx (cos zr cos sr x i- sin zT sin srx —

— sin h zr cos h srx (sin zr cos .vrx — cos zr sin srx) —

—cos zr cos 5rx (cos hzrcos h srx — sin hrr sin h srx) —

— sinzrcos5rx(sin hzrcos hsrx — cos hzr sin h ^rx)]}.
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Oaljim sređivanjem dobijamo:

y =------ -—(cos srx cos h. sr x \Tr (sin h zr cos h zr —
y 2EIsr (sin h-zr—sm~zr) x

—sin zr cos zr) 4- Tr (cos zr sin h zr — sin zr cos h zr) —
— Mr sr (sin h2 zr 4- sin2 ~r) 4- 2 Mr sr sin zr sin h zr 4-

4- sin srx cos h sr x [77 sin zr sin h zr — Tr sin2 zr 4-

4- Mr sr (sin h zT cos h zT 4- sin zr cos zr) — Mr sr (sin zr cos h 5r 4-

4- cos zr sin h zr)] 4- cos srx sin h srx [77 sin zr sin h zr — Tr sin h2 zr 4-

4- Mr sr (sin h zr cos h zr 4- sin zr cos zr) — Mr sr (sin z,. cos h zr 4-
4- cos zr sin h zr)]—sin srx sin Ii srx Mr sr (sin h2 zr—sin2 zr)}.

Ako se koristimo zamjenama (6) onda je:

y = —- ----[cos 5r x cos h srx (Tr dr iTter- Mr sr cr + 2 Mr sr fT) 4-
lEjI S Clr

4- sin srx cos h sr x (Tr fr — Tr ir 4- Mr sr gr — Mr sr hr) 4-

4- cos 5r x si n h 5r x (Tr fr — Tr jr 4- sr gr — Mr sr hr~) —
— sin s,. x sin h.srx Mrsrar}. (22)-

kNaprezanje podloge dobijemo množeći ovaj izraz s —, kao što je to
b

iz (21) vidljivo. Mjesto EI uvrštavamo:

45r
pa dobijamo:

2s <orx =----- cos srx cos h srx (Tr dr 4- Tr er—Mr sr cr 4- 2 M r srfr) —
b ar

—sin srx cos h srx (Tr fr — Tr ir 4- Mr sr gr — Mrsr hr) 4-

4- cos srx sin h srx (Tr fr—Tr jr 4- Mr sr gr — Mr sr hr~) —
—sin srx sin h srx Mr sr a,]. (23)

Maksimalna naprezanja dobivamo na rubovima oslonca, tj. za x = 0 i x = rr,
te ona iznose:

2 s t t
°r —--- - (T'r dr 4- Tr Cr ~ Mr Sr Cr 4- 2 M r Sr fr)

bar
25 . , <24>
—-(Trer-r Tr dr+ 2 Mr srfr — Mrsrcr)
bar
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Pozitivnom naprezanju odgovara tlak na podlogu, a negativnom
vlak podloge. Ovaj posljednji bi izazvao dizanje nosača od podloge, što
bi bilo suprotno pretpostavkama. No na podlogu praktično uvijek djeluje
neko opterećenje koje poništi ovaj vlak, tako da je uvijek skoro osiguran
tlak na podlogu. U nekim slučajevima, kao što ćemo u nekim primjerima
kasnije vidjeti, može pomanjkanje ovog opterećenja podloge poremetiti
ravnotežu nosača.

Ako (23) sravnimo s nulom, možemo naći odgovarajuće srx-e,
odnosno x-e, za koje će naprezanje podloge biti jednako nuli. Podijelivši
cijeli izraz s cos sr x cos h sr x, dobijamo:

ASr tg sr x+BSr tg h sr x—CSr tg sr x tg h sr x + DSr = 0, (25)
gdje su:

Asr = Tr fr ~ Tr ir + MSr g- - Mr Srhr |
Bsr = 2’r fr ~ Tr jr + Mr Sr gr - M'r Sr kr J
Csr — sr ar
DSr = Tr dr 4- Tr er — Mr sr cr-\-2 Mr sr fr j

(26)

Jednadžbu (25) rješavamo na isti način kao i (15), tj. uz pretpostavku
da je tg hsrx= 1.00, pa je:

CSr-ASr
odnosno:

sr x' = are tg —?r ——-, (27)
CSr-ASr

srx', —srx'l+ic itd.,

koje uzimamo sa definitivne ako su veći od 2,65 ili jednaki 2.65. Za
one srx-e koji su manji od 2,65 moramo izvršiti korigiranje po formuli:

Z>sr + BSrtghsrx'srx = are tg------------- - ------- . (28)
CSrtgh5rx'-JSr

Napominjemo još da u lačkama u kojima je naprezanje jednako
nu’i poprečne sile dobijaju svoju ekstremnu vrijednost, koju možemo
izračunati ako te sr x-e uvrstimo u jednadžbu (14).

OPTEREĆENJE NOSAČA NA OSLONCU

Uzećemo u obzir samo jednoliko opterećnje p po cijeloj širini
oslonca. Pojedinačna sila P između rubova širih oslonaca, naročito ako
je u sredini ili oko sredine nosača, izaziva u rubovima oslonaca momente
za praksu neznatne i beznačajne, pa se takav slučaj može tretirati kao 
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nosač konačne dužine tr na elastičnoj podlozi. Ako je uži oslonac, onda
. . . Pse to može svesti na jednoliko opterećenje p ——,

SI, 6.

Ukoliko sila P djeluje u rubu ili oko ruba oslonca, onda se može
smatrati da ona djeluje u samom rubu, a taj slučaj posmatramo
kao opterećenje polja lr u osloncu r silom P, što sc rješava na
izneseni način.****)

SI. 7.

Dakle ostajemo pri jednolikom opterećenju po cijeloj širini oslonca.
Pri tome možemo imati dva slučaja:

a) Nosač je na svim osloncima opterećen istim opterećenjem p po
jedinici dužine. Tad se svi oslonci potpuno jednako sliježu: 

ukoliko imaju jedan te isti koeficijent podloge k, što zasad pretpostavljamo.
U tom slučaju sam nosač ne trpi nikakve promjene. Jedino oslonci

trpe dodatno tlačno naprezanje u iznosu od:

A,-'.,
h

gdje je b širina nosača.
b) Nosač je po širini svakog oslonca opterećen jednolikim optere­

ćenjem koje je po intenzitetu različito, tj.r /jj, p2,--- Pr-i-> Pr • • • Pn-

SI. 8.

r-1 Pr-1 (r-1J r Pr r
III III I II II III II lili iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
7777777777777^77777777

+r-1 ' / I r
///////////////////
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Tada se oslonci različito sliježu, a poslijedica je toga da nosač
dobija svoju elastičnu liniju, tj. momente i poprečne sile.

Za njihovo određivanje koristimo se jednadžbom (9), s tim što
otpada <pr0 jer nema opterećenja u polju, tj:

^r-l lr
~6Ei~

+ ^7’ + Tr + ’Pr 0-

Ovdje <p(. ima istu vrijednost kao i ranije u (8), tj:
<Pr = 77,-U- (2 fr fTr cr + 2 Mrsr dr — 2Mr sr er).

J—đ 1. S Cl t'

Izraz za <pr se mijenja utoliko što još dolazi u obzir različito slije­
ganje rubova oslonaca u sijed različitog opterećenja oslonaca, te će glasiti:

_ i _  f 27-1 er~ 1 + Tr—1 1 2 ■$>—1 Jr — 1 — Mr-1 Sr—1 đr—1
'r ~21rEl[ ~ ~ " ’

Tr dr + Trer — Mr srcr + 2Mrsr fr 2EJpr 1 2£//;rl «****)
r ^r—1 /

Nadalje dolaze poprečne sile u rubovima oslonaca:

-Hr^’

r lr
. Mr+1 — Mr

Ul ’
Nakon uvrštavanja svih ovih vrijednosti, dobijamo jednadžbu šest

momenata za rub r kojoj je lijeva strana ista kao u (10), a desna glasi:
-2EIs!rarar_1[^— -^1. (29.)

l^r-1 kr)
Za rub (r—1)' jednadžba ima lijevu stranu kao (11), a desnu:

(30)
\Kr Kr—lJ

Kad dobijemo momente na rubovima oslonaca pomoću ovih jed­
nadžbi, a iz ovih i poprečne sile, postupak je analogan onom ranije
opisanom, jedino napominjemo daje u proračunu naprezanja podloge osim
uticaja rubnih momenata i poprečnih sila, još i:

A<rr = ^.
b

Odmah napominjemo da se, u granicama opterećenja koja redovito
dolaze u praksi, dobijaju neznatni momenti i poprečne sile, koji kao
takvi nemaju značenja za sam nosač, tako da u većini slučajeva ne treba
uzimati uticaj različitih opterećenja oslonaca za nosač.
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Ovo bi dolazilo u obzir samo u slučaju izvanredno velikih razlika
u opterećenju pojedinih oslonaca ili u slučaju različitog slijeganja tih
•oslonaca (popuštanje tla i si.). Ako je slijeganje oslonca tr 8r, a oslonca
7r_i 8r_15 onda desna strana jednadžbe za rub glasi:

-2J&/5;nrffr_1(8r_1-8r). (31)

KOEFICIJENT PODLOGE
d*yIz osnovne diferencijalne jednadžbe EI——= —ky proizilazi i sta-
dxl

tičko značenje koeficijenta podloge k. To je pritisak, odnosno opterećenje
oslonca po jedinici širine koje izaziva jedinični progib, tj. y = 1, te mu
je prema tome dimenzija kg/cnr.

Ovaj koeficijent ovisi o elastičnim svojstvima materijala podloge,
•dakle praktički o materijalu od koga su izvedeni oslonci.

Uzmimo, kao na si. 9, jedan oslonac širine i. visine H, debljine b,
materijala modula elastičnosti Eo.

odakle:

Za

pa je:

(32)5 =

Za pravokutni presjek I=~bv3 pa je:

Ako je taj oslonac po jedinici širine opterećen s g, relativno
skraćenje će biti:

Eob
4HEI'

3F0
Hv3E'

Iz formule se vidi da je dimenzija 5 cm-1.

H Eob
Eob

q = -^—y.
H

y= 1 .. .g = k,
k-B£.

H
Ako to uvrstimo u izraz (3), dobijamo za s:

4
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Na slici 10. su pokazane trajektorije naprezanja. Prema njima,
naprezanja oslonca na nekoj dubini H postaju konstantna. Ta dubina je
otprilike jednaka širini oslonca t, tj.

H= t (Saint-Vcnantov princip)
Ukoliko je stvarna visina H manja od t treba uzeti u račun tu stvarnu
visinu.

Tačnije vrijednosti za koeficijent podloge k mogle bi se dati samo
na temelju eksperimentalnih istraživanja, što nije predmet ovog rada.

Daju se neke vrijednosti za E koje će nam trebati pri rješavanju
zadataka:

Mate­
rijal

Opeka Beton
Marka 70-110 Marka 150-200

M70 M110 M160 M220 M300
vap. mal. cem. mal. vap. mal. cem. mal.

E
u 1000
kg/cm2

40 60 70 100 140- 190 240 290 330

Očigledno je da naponsko stanje oslonaca spada u problem ravnog
naprezanja. Rješenje se svodi na iznalaženje funkcije naprezanja F (x, y)
koja mora da zadovolji parcijalnu d.ferencijalnu jednadžbu:

pa je onda:

84 F 84 F 34 F2-------- j------
3x28y2 3 yi

82 F
~8^’

32 F
8x2 Txy —

32 F
8x8y

Pri tome treba da budu zadovoljeni sljedeći konturni uslovi:
po konturi j> = 0 opterećenje je prema (23),

1 /
po konturi y = H opterećenje je:----- $qdx, gde je ^ = (23),

t o
po konturi x = 0 i x - t: rxy = 0 .
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SPECIJALNI SLUČAJEVI

Da bi se izloženo moglo primijeniti na pojedine slučajeve koji
praksi najčešće dolaze, napisat ćemo potrebne jednadžbe i formule uzevši
u obzir uslove koji za te slučajeve vrijede, a koristeći se općim izrazima
koji su dosad izvedeni. Svaki slučaj će biti popraćen numeričkim pri­
mjerom. koji će stvar još bolje rasvijetliti.

1. KONZOLN1 NOSAČ

Imamo konzolni nosač
krutosti EI, raspona 1, koji se
oslanja na elastični oslonac ši­
rine t, s koeficijentom podloge Zc,
te sa

4

S- \i
y 4Eiir

Nosač je proizvoljno opterećen
unutar raspona.

Za ovaj slučaj vrijede sli­
jedeće oznake:

Mr = Mo,

Af'r = 0,

Tr = T0,

Tr=Q.

Mo i To se ovdje dobijaju isko­
rištavanjem pravila elementarne
statike.

Potrebno je izračunati:
■^min’ ^max> ^e °b °o .

Uvodeći u opće izraze
vrijednosti i oznake za ovaj
slučaj, dobijamo:

Mox =----- (Am sin sa- cos h sx —
sa

— Bm sin sx sin h sx +
+ cos sx sin h sx —

— Dm cos sx cos h sx), (33)
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gdje su:

(34)

tako

(35)
su:

(36)

dobijamo koristeći se formulom (17) i (18), tj:

(37)

tj. ako su

(38)

Naprezanja na rubovima oslonaca iznose:

(40)

Sx0 za koje je ct = 0 moraju da zadovolje jednadžbu:

As tg sx0 + Bs tg h sx0 — Cs tg h sx0 + sx0 + Ds =- 0, (41)
gdje su:

(42)

Sxm za koje momenti dobijaju ekstremne vrijednosti pronalaze se
da zadovoljavaju jednadžbu:

za sxnl manje od 2,65

2sct0 = — (To d-Mosc)
ba

za sxm veće od 2,65 ili jednake 2,65 (ako imaju smisla,
manji od st), i:

2s
a'0 = — (T0e + M0sf)

ba

AM=Toj-Mos g
BM = Tod-Mosc
Cm — — Toi +Mos g
DM--=Masa

4- Bt tg h sx,„ - Cr tg sx„, tg h sx„, -DT,

As~- -Toi+Mosg
Bs — — Toj + Mo s g
Cs= Mo sa 1
Ds^ T0 — MqSC

At= Tod-2Mcsj]
By = To d — 2 Mos i l
CT--= Toc-2 Mosg j

Dt=-TqO. )

Dt- firtghj^
sx„, are tg —---- x - ,—r ,Aj—Cr tg h^x/(

, D i"—Bfsx =arc tg----------
At-Ct
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Dalje je:
s.r-=--are tg -Dg .+ Es

Cg —As
za sx0 veće ili jednake 2,65, i: '

Ds + £stghsx0
sa'o = are tg --------------------- ,

Cs\-— As
za sx0 manje od 2,65.

(43)

(44)

Za s.v0 dobijamo ekstremne vrijednost’ poprečne sile koristeći se
jednadžbom (14), tj:

T =----- (Cr sin sa sin h s.v + £>rcos sa.cos h sa —/irsins.vcas hs.v—
a

— Br cos sasin h s.r). (45)

SI. 12.

Nosač armiranobetonski: 50/38 cm.
Marka betona: 300.

Prvi primjer:

Treba proračunati, kon-
zolni nosač dat na slici.
Zadano:
raspon konzole: 1 — 2,00 m.
širina oslonca: t=2,00m.
jednoliko opter.: q~ 3,00 t/m,
pojedinačne sile: Pr = 2,01,

P2 = 5,0 t.

Oslonac od opeke marke 110, u vapnenom malteru, debljine 38 cm.
Najprije proračunavamo osnovne veličine Mo, To, s i z:

Mo = 3,0 • 2,02 + 2,0 • 2,0 'j = —10,0 trn = — 1 000 000 kg cm;

To = 2,0 • 3,0 +5,0 = 13,01 = 13000 kg;
4 

J = l/’JJE+ vidi (32),
|/ Hv[iE

gdje je:
Eo = 40 000 kg/cm2 (opeka u vapn. malt. marke 110),

£=330 000kg/cm2 (beton marke 300).
K=50cm (visina nosača),

H = l = 200 cm (visina oslonca);
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nakon uvrštavanja:
4

1 <3 • 40-000^[Z 2030® 333000 ~0’011 cm '

z — st — 200 -0,011 = 2,2.
Ovoj vrijednosti za z odgovaraju vrijednosti koeficijenata koji ulaze u
formule, i to:

a= 19,21,
c = 20,52,

20,84,
e=—6,32,
/=3,61,
g = 19,88,
? = 0,664,
; = 19,86.

Vrijednosti koeficijenata uzete su iz priloženih tablica.
Prelazimo na određivanje onih sxm za koje dobijamo ekstremne-

vrijednosti momenata. Koristimo se jednadžbom (37):
Dt—B Tsxm = are tg-----------,
A j— C t

gdje su:
AT=T0d-2M0sj = 13.000-20,84 + 2- 1,000.000-0,011 • 19,86 =

= 7,08- IO5 kg,
BT = Tnd-2Mosi= 13.000-20,84 + 2-1,000.000-0,011-0,654 =

= 2,87 - IO5 kg,
CT^Toc-2Mosg = 13.000-20,52+ 2-1,000.000-0,011 • 19,88 =

= 7,04- I O5 kg,
DT — t0 a = 13.000-19,21 = 2,50-IO5 kg.

Dalje, korigiramo, vrijednosti za sxm te dobijamo pomoću formule (38)a
Dt- BiA?,hsx'msxml = are tg —---- ----- ------ ;
AT—CTXghsxm

Nakon uvrštavanja:
2 5Q_ ,2 87

= are tg —--------  arc tg ( — 9,25) = — are tg 9,25,
7,08—7,04

= -1,46 + 3,14= 1,68,ni 7 7

tgh 1,68 = 0,933.
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nakon zamjene:

i konačno:

-^min

^max--=o.

2,50-2,87-0,933  4  ...sxml = are tg----------------------- = are tg (— 0,44) ,
7,08 -7,04- 0,933

sxml = -0,42 tgh(-0,42)= -0,397;
korigiramo dalje:

2,50-2,87-0,310  nsxml - are tg-----------------------= arctgO.329,
7,08-7,04-0,310

sx,;,i = 0,32.
Ovo je tražena vrijednost, jer se daljim račnnom više ne mijenja.
Sxnli = 2,20 jer je na kraju oslonca poprečna sila jednaka nuli. Prema tome,

0,32Afmin nastaje u tački koja je cd ruba O udaljena za: x„tl =—-—=29 cm.
0,012

Veličinu ovog momenta dobijamo iz formule (33):

-w’min= —-(^Msin^Hcos hsxml-BMsinsx„,1 sin h5A-„(1 +
sa

+ CM cos sxml sin h sxml—DM cos sxml cos h ,
gdje su:
AM = Toj—Mos g = 13.000- 19,86+ 1,000.000-0,011 • 19,88 = 4,77- IO5 kg,
BM = Tod—Mosc= 13.000-20,84+ 1,000.000-0,011 -20,52 = 4,97- IO5 kg,
CM= -Toi + Mosg = - 13.000- 0,72 — 1,000.000-0,011- 19,88 = - 2,28 -

IO5 kg,
DM = Mosa =
Nakon

1,000.000-0,011 • 19,21 = —2,11 • IO5 kg.
uvrštavanja:

IO5
--------------- (4,77sin0, 32cosh0, 32—4,97sin0, 32sinh0, 32-
0,011-19,21

— 2,28 cos 0, 32sinh0, 32+2,11 cos 0, 32cosh0, 32),
Mmin — —1,180.000 kg cm =—11,80 tm.

Druga ekstremna vrijednost momenta, koja odgovara sxm2 = 2,20, tj. na
rubu 0’. jednaka je nuli:

2,50 + 2,87-0,397 +   ,Qsxml = are tg-------------------------  arctgO,369,
7,08 + 7,04-0,397

5xml = 0,36 tgh 0,36 = 0,345,
2,50-2,86-0,345  nsxml aretg-----------------------= arctg0.325,
7.08-7,04-0,345

sxwl = 0.32 tgh 0,32 = 0,310;
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Na redu je proračun naprezanja podloge. Njih dobijamo iz formula (40):

<*o = — (T06Z-Af05c) 2'0,011 (13.000 • 20,84+ 1,000.000 - 0,011 - 20,52),
ba 38-19,21

ct0= 14,95 kg/cm2

<t'o = —(r0e+2M05/) = -^^-(-13.000-6,32-1,000.000-0,011.3,61),
ba 38-19,21

c'o = — 4,90 kg/cm2.
Sx0 za koji je naprezanje nula dobijamo iz (43):

Cs + A s
gdje su:

As= -Toi + Mosg= -13.000-0,72— 1,090.000-0,011-19,88 =
= -2 28- IO5 kg,

Bs = -Toj+Mosg= -13.000- 19,86—1,000.000-0,011-19,88 =
= -4,77- IO5 kg,

Cs = Mosa= — 1,000.000-0,011-19,21 = -2,11- 10G kg,
Ds = To d— Mo s c = 13.000 • 20,84 + 1,000.000 • 0,01 i • 20,52 = 4,97 • IO5 kg.
Nakon uvrštavanja:

4,97-4,77sx o = are tg---------------= are tg 1,176,
2,28 - 2,11 

sx'0 = 0,87 tgh 0,87 = 0,701.
Korigirana vrijednost prema (44):

4,97-4,77-0,701= are tg-----------------------= are tg 2,04,
2,28-2,11-0,701

jx0=1,12 tgh 1,12 = 0,808,
4,97-4,77-0,808sx0 = are tg---------------------- = are tg 1,97,
2,28-2,11-0,808

sx0 = 1,10.
Dakle naprezanje je jednako nuli u tački koja je od ruba 0 udaljena za:

MOxa =------- =100 cm.
0,011

Ako opterećenje q = 3.000 kg/cm2 djeluje i na osloncu onda ono
izaziva tlačno naprezanje podloge u iznosu:

30Act = — = 0,8 kg/cm2,
38
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pa će rubna naprezanja iznositi:
°o max ~ 14,95 + 0,8 = 15,75 kg/cm2,
CT0min = -(4,90-0,8)== -4,10 kg/cm2,

Za osiguranje stabiliteta potrebno je eliminisati vlak od 4,1 kg/cm2.
To se postiže u praksi težinom gornjih etaža.

Konačno treba još edrediti vrijednost Ona nastaje za sx0 = 1,10,
a određuje se formulom (45):

Tni.lx — -1 (Cr sin .yx0 sin h + Z>r cos ,y.r0 cos h sx0 —

—Ar sin i’A'o cos h .va'o — Br cos sx„ sin h ,y.Y0).
Nakon uvrštavanja:

IO5Tmax =----- — (7.04 sin 1.10 sin h 1,10+ 2,50 cos 1.10 cos h 1.10—
19,21

-7,08 sin l,10cosh 1,10—2,37 cos IJOsinh 1,10)= 10,5 t.
Sad možemo nacrtati odgovarajuće dijagrame:
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2. NOSAČ NA DVA OSLONCA

Šsma takvog nosača data je ha slici. Nosač raspona 1, krutosti EI,
proizvoljno opterećen unutar polja. Ldin oslonac širine tn s koeficijentom
podloge kQ, drugi širine tx s koeficijentom podloge kt.

SI. 14

Sistem je dva puta statički neodređen. Kao statički prekobrojne
veličine dolaze momenti na rubovima 0' i i, tj. Mu i Mx.

Za njihovo određivanje koristimo se jednadžbama (10) i (11). koje
moramo prilagoditi ovom slučaju. Takve jednadžbe možemo napisati za
rub 0' i rub 1 tako da smo u stanju odrediti statički prekobrojne
momente Mu i Mx.

Za naš slučaj je:

Mr=--M1,

M'r_n«~L.
M'r
Mr-i

4

T\r- 1)0 = To° '
Tro = ^10 ’

7’(r-l)o'l _ Q

Tr0 J

-0 “ ■S’o to »
4

Z1 s\ tj. ,
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lr = l,

?\r-l)O <Poo , 

?rO — ?10 •

Svi koeficijenti s indeksom (r— 1) dobijaju indeks 0, a s indeksom
r — indeks 1.

Nakon uvrštavanja svih tih zamjena, potrebne dvije jednadžbe za
određivanje nepoznatih momenata Mo i izgledat će ovako:

za rub 0' —

za rub 1 —

’ / di X= — 2 EIs'y l a0 ar <p10-----5- ar d0 Too + a0 1---- F c*i 1 Tlo .
*0 \ /

(46)

(47)

Veličine a0, c0, d0, g0 koje odgovaraju vrijednosti z0, te alf dt, gt
koje odgovaraju vrijednosti izračunate su pa se mogu uzeti iz pri-
oženih tablica.

Nosač s prepastima.
Ako nosač na rubovima 0

prepuste, onda se u biti n:šta
(47) ulaze momenti Mo i

i 1\ ili samo na jednom cd njih ima
ne mijenja, jed no u jednadžbe (46) i
ili samo jedan od njih, i poprečne sile

SI. 15.

r0 i tili samo jedna od njih. No ti momenti i poprečne sile se
dobijaju pomoću pravila elementarne statike.
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U tom slučaju:
Mr-1 = M0

M'r = M\

pa stoga otpadaju članovi s /,-! i /,+!•

đ(

Cl
+

10 ~

(48)

Jednadžbe će, dakle, glasiti:
Za rub 0' —

/ 2
Mo+

Far—i
s! I s-

i ~ i \ t’ _ro zr z/= -2Els"‘ laoa1^oo + ar [-^--2fol ro + <

c2 ,

s’

—VđJ;

5’ / / \

(c
\° sol)_

d0

. A/'o +

Sol /_

za rub 1 —

24«i/.^.+L44-L \3
M1 — 2a0 (5X lhx +/j) M[

52 j2 • / d \
= -2EIs{ ---- ---------------r^i^o^oo + ^ol —+ ciz ) rio +

*0 \Ji /

Simetrični nosač

(49)

Za slučaj simetričnog nosača imamo:

SI. 16.
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^0 ~ 1 ~ ’

k0 = kx = k,
So — S'i = s,

c0 = c1 = c,
itd.

pa će naše jednadžbe izgledati:
Za rub 0' —

/l , d \ > / 1 d \| — u- a 4----- r c -b u g Mn 4-1 — ir a--------c Mx
\ 3 u / X 6 u /

- -£/.,* /o¥„ + 4(—+ (50>
2 X .v / 2.y

Za rub 1 —
/ 1 o d X / l cl X . .— tr a--------c Ma 4-1 — tr a -i------ !- c 4- u g ,/k<, —
\ 6 u / X 3 u /

--EI* la<fu-d,T;.+-k(— + /c'Jt’k, , (51)
2s 2 \ s /

gdje je u — sl.

Simetrični nosač s prepustimo

Za rub 0':
— (uh + /) Mo 4- (— u2a + — + c 4- ug) Mo 4-(—u2 a--------cA Mx +fMt = —

\2 u / \6 u /.
' 1/p \ \ /d \ * d c *= -EIs2 /9oo + ±p— 2Z/)T04-4(-4- lc\Tao--Txa--Ty ; (52)

2 \ s / 2 X 5 / 2s 2s
Za rub 1:

/Mo4- (— u2a—— — c\m„ +[—u2a + — + c + ug\M1 — (uh +f) Mi
\6 u / \3 u /

a d * \ / d \ 1 / c \ *
^-EIs2 la(?10 To--Too+-(-+ /c)T104------- 2lf)Tx. (53)

2s 2s 2\s / 2\s /

Simetrični nosač i simetrično opterećenje

Ako je osini simetričnosti nosača i opterećenje simetrično, onda
su nepoznati rubni momenti jednaki, tj.:

M'O = MX,

pa je zadatak jedanput statički neodređen.
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Nadalje je, uslijed simetrije:

?00 ~ ?10

TOo~ -^10

pa će jednadžba za određivanje nepoznatog rubnog momenta M'o izgledati:
(u~ a + 2 ii g) M'o = -2EIs* la<?'00-\- lcT'oo,

odakle dobijamo:

M'o 2EIs2ac?00+ cT00
s (u a + 2g)

(54)

77777724 EI

(1 i 
(55)vv; =

<?0 0

Za slučaj jednolikog opterećenja

. qP

Dakle moment punog uklještenja množimo s koeficijentom:
u1 a — 6cni =---------------,

u (u a 2 g)
koji je uvijek manji od jedinice. On može biti i negativan, tj. rubni
moment M'a može postati i pozitivan.

Za zadane s i t, a time i a, c, g, moment je jednak nuli za

Za raspone manje od te vrijednosti moment na rubu oslonca je pozitivan.
Ako .y raste, tj. ako se povećava krutost podloge k ili smanji

krutost grede EI, onda se koeficijent ni približava jedinici koju dostiže
za s = oo, a to znači da se s porastom s-a. rubni moment približava
momentu potpunog uklještenja.

Ako s pada, tj. ako se smanjuje krutost podloge k ili povećava
krutost grede EI, onda koeficijent m teži velikoj negativnoj vrijednosti,
odnosno rubni moment velikoj pozitivnoj vrijednosti.

Tu ovisnost prikazuje krivulja na si. 18.
Momentni dijagrami, koji odgovaraju vrijednostima s0, Sj i s2 na

si. 18, dati su na si. 19. Iz njih se jasno vidi kako momenti drastično
ovise o s-u, tj. o elastičnim svojstvima podloge i nosača.
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u sredini:Za pojedinačnu silu P
P

0 0
1222222227Z772222222221

2
Kad uvrstimo u (54): SI. 20.

(56),

zadani

Momenti dijagrami u ovisnosti cd 5 pokazani su na slici 21:

Pl u2a — 4c
8 u(ua + 2g)

tj. moment punog ukljcštcnja množimo s koeficijentom:
n2a — 4 cm - --------------- .

u (ua + 2g)
I o\dje važi isto kao i u slučaju jednolikog opterećenja. Za
5 moment postaje jednak nuli za:

p/2

900 ~ 16£Z

1 =

Ako u formulu (56) metnemo Z=0, dobijamo:
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Kaad uvrstimo izraze (6) za c i g:
. « P sinh2z + sin2z
IVI 0 - ~ ~— —----- ---------------- -- -------------- 7--------------------- .45 sin hzcos hz + sin zcos z

Ako se koristimo ovim zamjcnamm:

sin h2 z = — (cos h 2 z — 1),
2

sin2 z = — (1 —cos 2z),
2

sin hz os hz = —sin h2z,
9

dobijamo:

ili:

sin z cos z =• — sin 2z,
2

— (cos h 2z — 1) + — (1 —cos 2z)
—----- ---------------- |----------------

4s 1 . , „ 1 . „— sin h 2 z d---- sin 2 z
2 2

p cos h 2z — cos 2z
4s sinh 2z + sin 2z ’

SI. 22.

To je poznati izraz za moment u sredini nosača na elastičnoj podlozi,
opterećenog silom P u sredini, dužine 2t (vidi si. 22).

Za dvije sile P na rubovima 0' i 1 dobijamo moment na rubu ako
u formulu (54) uvrstimo:

?oo = °-

pa dobijamo:
. Pc
- -- ------ ---s (ua + 2g)
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Moment na rubu je uvijek pozitivan, pa će momentni dijagram izgledati
kao na slici 24:

Za antisimetriČno opterećenje dvjema silama P, kao na si. 25, dobi-
jamo potrebnu jednadžbu za određivanje rubnog momenta iz (50) ako
stavimo:

-Mp,

osim toga je:

= 0,

Too ~ —Tiq — JP,

pa će jednadžba za odre­
đivanje Mu izgledati:

u2a+ 12—.+ 12 c + 6gzA M0 — P
u /

+ 3 Ic

odakle:
, cl ,6---- F 3c/

Mu = P-----------S----------------
u2 a + 12---- 1-12c + 6ugu

(58)
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Momentni dijagram izgleda kao na slici 26:

Formulama (57) i (58) koristimo se za proračun rubnih momenata
u slučaju opterećenja silom P na rubu 0\ prema si. 27:

SI. 27.

Momenti Mo i Mx iznose:

6—+ 3cZ
' P c sMo= — —------ —- +-------------- ---------------2 s(wa + 2g) _ _ du2a+ 12—+ Y2c + 6ug

6— + 3cl 

u2a+12—+12c+6ug s(.ua + 2g)
ii

Na si. 28. pokazan je momentni dijagram:
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Simetrični nosač s prepustimo i simetrično opterećenje

Ako simetrični nosač na dva oslonca ima prepuste, a opterećenje
je također simetrično, onda jednadžba za određivanje nepoznatog rubnog
momenta Mo glasi:

— 2uhMQ + (u2 a + 2ug M\ = — 2EIs2 lacp'00 + lcT'oo — 2 lfT°,

gdje su Mo i To moment i poprečna sila na rubovima 0' i 1'.
Iz te jednadžbe dobijamo rubni moment Mo:

2 E1 s2 a (foo — c T»o + 2(fT0 — shM0)
Mo=----------------- s(ua + 2gj •

Za opterećenje silama P na rubovima 0 i 1\ prema si. 29:

<Poo=0’

7"oo = 0,

A/q = 0, -t o = P,

pa će moment Mo biti:

Mo = s(ua + 2g) (61)

Uz 1 = 0 slučaj je kao na slici 30:

Tada je:

Mo= P,
sg

odnosno nakon zamjene:
«  sinhzsinzM o = — P ■ . ------- ------- ,(sinhzcos hz+ sinzeosz)

ili:
« sinhzsinzM o = — 2 P ——r—---------- -———- .s (sin h2z + sin 2z)

To je poznati izraz za moment u sredini nasača na elastičnoj pod­
lozi, dužine 2t, opterećenog silama P na kraju.
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Nejednako slijeganje oslonca

Ako se oslonci t0 i različito slegnu te je razlika 8, onda će lijeve
strane jednadžbi za određivanje rubnih momenata M'o i Mx biti kao u
(46) i (47), a desne prema (31), tj.

Si. 31.

Za rub 0':

+ 2 c0 +

-I- 2s0l g§ M'q

Mi- —1EIs\o^a^-,

za rub 1:

(1 ^0 ‘o \ ( i \ i 1 f'— l~S0---- -2-------- 7 -«0 C1+-— ) ^0
3 s3l s-J \ sj’]

-!-

2cj +
, dl

2-S’igj / + —
sj.

Mr = 2EIs;a0 aji.

Ako je nosač simetričan, tj. = = 50 = A’l-=.y itd., Mo = — 37
pa se dobija slijedeća jednadžba:

(1 0/7 \
— s1 l2 a 4--------F 2 c 4- s 1 g) M'„ =•= — EI s1 a 3 ,
6 5 1 /

odakle:
6EIs'a

s2l2a+—-+ 12c+ 65/g
s l

Ukoliko se ne radi o nejednakom slijeganju, već o nejednakom optere­
ćenju p po dužini oslonaca, onda mjesto veličine 3 u gornjim jednadžbama
dolazi:

Pi Po
ki k0

gdje su Pi i p0 opterećenja na osloncima ti i t0.
Time smo uglavnom obradili slučajeve na koje u praksi većinom

nailazimo kod nosača na dva široka elastična oslonca.
Kad se pomoću dobijenih formula izračunaju rubni momenti M'n i.

Mi. onda lako dobijamo i poprečne sile na rubovima 0' i 1.
Sad cijelu stvar posmatramo kao prost nosač raspona 1 sa zadanim

opterećenjem i s poznatim momentima i poprečnim silama na krajevima,. 
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koje dalje tretiramo po poznatim pravilima statike, i dva nosača na
elastičnoj podlozi, širine t0 i r15 na čijim rubovima djeluju poznati

SI. 32.

momenti i popriječne sile, koji se dalje proračunavaju pomoću formula
i jednadžbi (13) —(28), odnosno (33) —(45).

Nosač s jednim širokim i jednim točkastim osloncem

Nerijetko se u praksi pojavljuje i nosač pokazan na slici 33.
Njegov oslonac 0 je slobodno okretan i nepopustljiv, a oslonac 1 — 1'
širok, elastičan. Momenti 470 i M\, kao i sila Tj—poznati.

Jednadžba (9) će sada glasiti:
Mo l l , _, _ +_„ +9io + 91 + 4*1
6 EI 3 EI

gdje su:
2T'1f—T1c + 2M1sg—2M'1sh

ep ------------------------------------------------- .
2EIs*a

7\d+ T[ e — M1 s c+2M[sf
=---------------------------------------------

2EIs*a
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Osim toga je:

J 1 — J 10 — —- — .

Nakon uvrštavanja svih ovih izraza, dobijamo jednadžbu za određivanje
nepoznatog momenta M^.

(—s2 i2a_c_jL\M0 + l—s2 l2a+2c + — + 2s lg\M1-(2s lh +
\ 3 si / \ 3 si /

+ 2/) — 2EIs2a /910 + I\Acl 4- —)4-T; f----- 21 f\,
\ s / \ s /

odakle se dobija:
2EIs2al<?10-T10(cl + — \-I\ (--2lf\ +

\ S > \ S /

— u2 a 4- 2 c 4------ F 2 ug
3 u

/ \ d\4-1 — u2 a — c----- 1 Zzf0 — (2 u h 4- 2 f) Mo
\ 3 u I— _

— u2 a + 2 c 4------ F 2 ug
3 u

Ako su Mo, Mo i To jednaki nuli, onda je:

2EZi2a/<p10-Tlcl( cl +— 'i
5-----------------|--------

— u2 a 4- 2 c 4------F 2 ug
3 u

Drugi pri mj e r
Zadan je nosač dimenzija 50/38 cd betona marke 300, koji se

oslanja na široke oslonce od op_ke marke 110 u običnom malteru,
prema si. 34:

q
ž H!’ i11111III11111Ulili11lili1IIII1lllll111II1II1IIIIIIIIIIIII

O
 O ////// 0'

i
1

Ostale mjere su:
l0 = 150 cm,

1 = 500 cm,

?0 = 155 cm,

SI. 34.

Osnovne veličine s i z:

= 255 cm,
<7 = 4.000 kg/m.
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Ako za H uzmemo srednju vrijednost------------ = 200 cm, dobijamo
2

5 = 0,011, isto kao u primjeru 1, jer su sve veličine jednake. Iz toga slijedi

z0 = M= 155-0,011 = 1,70,
^ = ^5 = 255-0,011 = 2,80.

Potrebne dvije jednadžbe za određivanje nepoznatih momenata Mo i
su prema (48) i (49):

— 2 (s01 JiQ +/o) + aos'o(~ ^ai+~T^-} +

+ f 2 cQ + 2 50 g014---- — • , < , I 2 l 1 l» C1
Ai o + po ^0 ~ 1 T~3~ 3

\ 3 1 -h •»!

/ đ
-^ipo+—

\ sQl
soM1+2—ra0f1M0 = -2EIs* Zao«i?oo +

te \ td \ ' 5o '+ «i (— — 2fQ 1 jTg + Ci i — + col) Too—ya0 ^io —ei >
\50 / \50 / Si S1

te:
5" r

2—rai/oAfo +•>0

■ 1
.T ps‘

dn \ / d\ \ x r\ZFT ) a0 ( C1 + _ / ) 0 +

Sol f \ sll

+ axs[ f— l2 a0 4—^7^ + flro(2c14-2s1 lgi +
\ 3 so1 / \

-2a0(s-L —2EIs; 1 ao^^ —

— cti e0 To —~rai drToa + a0 f—4- cx 7\0 4- a0 — 2/x l j Ti.
so so \5X / \ii /

EI

U ovim jednadžbama je 50 = 5i = 5, te:

Mo = —-4,0-1,52= — 4,5 tm = —450.000 kg cm,
2

To = 1,5 • 4,0 = 6,01 = 6.000 kg,

, q l3 40 - 5003 208,000.000
?oo-?io- 24£/ ^EI

Too= Tlo — -4.000-5,0=10.000 kg.

49



Koeficijente a0, c0, d0, e0, /0, g0, h0 uzimamo iz priloženih tablica za
zo=l,7O, te alt clt dlt elt Aj za Zi=2,80.
Oni imaju slijedeće vrijednosti:

a0 = 6,01,
e0 = 7,98,

= 7,61,
e0 = -3,15,
/o=2,63,
^o = 7,35,
h. = 7 46

ax = 66,98,
c1== 67,20,
<4 = 67,93,
ex = — 10,48
A= 2,74,
gi = 67,29,
/z1= -4,95.

Nadalje su: Mo i To jednaki nuli.
Kad se te numeričke vrijednosti uvrste, izvrše potrebne računske

operacije i sve sredi, dobiju se slijedeće dvije jednostavne jednadžbe:

15.326 Jk/’o+ 3.190^=^- 10.03 2-106,

3.184 aZ-u 14 106 M. = _8 470. 10«

(Primjedba!: Paziti na homogenost jednadžbi. Sve je u kg cm.)
iz ovih jednadžbi se dobiia:

Mo = — 555.000 kg cm =. — 5,55 tm,

Af. = —472.000 kg cm= —4,72 tm.

Time smo dobili i poprečne sile na rubovima 0' i 1:

. 5 55 — 4 72Tr= 10,0 + —^-=. = 10,171 = 10.170 kg,
5,0

5 55 —4 727\ = 10,0—— = 9,83 t = 9.830 kg.
5,0

Sad prelazimo na dio nosača preko oslonca /0. Momenti i poprečne
sile na rubovima su poznati.

To su:

Af0 = —450.000 kg cm,

-555.000kg cm,

To = 6.000 kg,

7o'=10.170kg.
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Da bismo izračunali Ma min, moramo znati xon„ gdje se taj moment javlja.

Dt—BtSxorr, = are tg--------- ,
Jj-— Cy

gdje su
= To d0 + T’ e0 - 2 Mosj0 + 2M'O sf0,

Jr= 6.000-7.61-10.170-3,15 4-2-450.000-0,011 -7,0-2- 555.000-0,011-

•2,63 = 5,2- IO4 kg,

Br = To d0 4- T'ae0 - 2 Mo s i0 4- 2 M'o sf0,

BT = 6.000 • 7,61 - 10.170 - 3,15 4- 2 • 450.000 • 0,011-0,983-2-555.000-

-0,011-2,63 = -0,93- IO4 kg,

Cr = To c0-2 T'of0-2Mosg0 + 2 M'osho,

Cr= 6.000 • 7,98 -2- 10.170 • 2,63 4-2 - 450.000- 0,011 • 7,35-2- 555.000 •

-0,011-2,46 = 3,8- IO4kg,

Z>r = Tq a0 = 6.000 • 6,01 = 3,6 • IO4 kg.

Nakon uvrštavanja:
3,6 4-0,935 xol„ = are tg-------------= are tg 3,24,
5,2-3,8

5x;„,= 1,27, tgh 1,27 = 0,854,

3,64-0,93-0,854.s = are tg---------------------- --  are tg 2,25,
5,2-3,8-0,854

5A-0„,= 1,15, tgh 1,15 = 0,818,

5x0,„ = arc tg 3,6 4- 0,93 -0,818
5,2-3,8-0,818  

2,08,

5xom= 1,12, pri kojoj vrijednosti i ostajemo.

Odavde:
M2x0„, =------- =102 cm.

0,011
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Sad možemo izračunati AZOmin po formuli (19), tj.:

Mo min = —— sin s x0,,, cos h s xom -Bm sin 5 xom 4n h s xom +

+ CMcos s x0m sin h s x0m—DM cos s xom cos h s x0,„),

gdje su:
— -^o-Zo -^o/o ^o s So + s h0 ,

Am = 6.000 • 7,0 - 10.170 • 2,63 + 450.000 • 0,011 • 7,35-555.000-0,011 •
-2,46 = 3,72- IO1,

Bm =To dQ + T'o eo—Mosgo + M'osho ,

Bm = 6.000 • 7,61 -10.170 • 3,15 + 450.000 • 0,011 • 7,98-2 • 555,000 • 0,011 •

-2,63 = 2,13-101 kg,

CM = Kfo~To J'o + Mosgo-M'osho,

CM~WA10 • 2,63 — 6.000 - 0,983-450.000 - 0,011 - 7,35 + 555.000 • 0,011 •
•2,46= -0,11- IO4kg,

DM^Mosao^ —450.000-0,011-6,01 = -3,06- IO4kg.

Nakon uvrštavanja:

IO4
^omin—-----------------------------(3,72 sin 1, 12 cos h 1, 12—2,13 sin 1, 12 sin h 1, 12 —

0,011-6,01

— 0,11 cos 1, 12 sinh 1, 12 + 3,06 cos 1,12 cosh 1, 12; = — 770.000 kg cm.

Sad ćemo izračunati naprezanje podloge oslonca t0.

Naprezanje na rubu 0:

2 j ,
% = 7— (^o eo~Mos c0 + 2M05/(j),

b a0

g0 = — 0,011 (6.000-7,61 - 10.170-3,15 + 450.000 0,011-7,98-2-
38 • 6,01

-555.000-0,011-2,63,

cr0 = 2,10kg/cm2
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Naprezanje na rubu 0':
. 2 s

CTo ~ ~ " (^o eo + + 2 Mo sfQ Mos c0),
b a°

. ^JkOH !70 7 _ 6 000.3 15-2.450.000 • 0,011 - 2,63 +
38-6,01

<=8,10 kg/cm2.

Naprezanje je svuda pozitivno (tlak), tj. nigdje ne mijenja predznak
što slijedi zbog toga što poprečna sila ima samo jednu nul-tačku.
Na redu je dio nosača preko oslonca tx.

71/i = - 4,72 trn = —472.000 kg/cm,

Mi = 0,

7\ = 9.830 kg,

7\ = o.

Konstante za određivanje sxlm:

At=T1 d1 — 2M1 sj\ = 9.830 • 67,93 + 2 • 472.000 • 0,011 • 67,08 =
= 13,85- IO3 kg,

Bt = Ti dx- 2MXsi\ = 9.830 - 67,93 + 2 • 472.000 • 0,011 • 0,112 = 6,69 • IO3 kg,

Ct=T1C1-2 sgx = 0.830 • 67,93 + 2- 472.000 • 0,011 • 67,29 =
= 13,79- IO5 kg,

Z)r= 7^ = 9.830-66,98 = 6,58 -105 kg,

, Dt—Btsx1OT = arctg----- —,
Hj* — Cj*

6,58 — 6,69 , ,sxin, = are tg----------------- = are tg ( -1,84),
13,85-13,79

jx;m= -1,07 + 3,14 = 2,07, tgh2,07 = 0,969,

sxim = are tg 6,58-6,69-0,969
13,85-13,79-0,969  

= arc td 0,21,

5X1^1 = 0,21, tg/z 0,21 = 0,207,

% lm
6,58-6,69-0,207= aretg--------------------------

13,85-13,79-0,207
= are tg 0,472,
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5Xln,= 0>44, tgh 0,44 = 0,414,

sxlm = are tg
6,58-6,69-0,414

13,85-13,79-0,415
= arc tg 0,47,

sxlm = 0,47,

0,47
X1"'=^-43cra-

Konstante za proračun Aflmin:

AM=T1j1-M1sg1 = 9,830 -67,08 4- 472.000 • 0,011 • 67,20 = 1,018 • 10G kg,

BM=^T1d1-M1sc1 = 9,830-67,93 - 472.000• 0,011 • 67,20 = 1,025- 10G kg,

CM = — T1i1 + M1sg1 = -9.830-0,112-472.000-0,011-67,29= -
= -0,359- 10G kg,

DM= M^sa^ — 472.000-0,011 -66,98= -0,356- IO5 kg.

Sad možemom izračunati Mlmin.
On iznosi:

10GMi min =------------------- (1,018 sin 0,47 cos h 0,47 —
0,011-66,97

— 1, 0,26 sin 0,47 sin h 0,47 —0,359 cos 0,47 sin h 0,47 +

+ 0,356 cos 0,47 cos h 0,47) = — 640.000 kg cm.

Račun naprezanja podloge:

rub 1 —

a, = — (T\ d-M. sc^ = —--01- (9.830 • 67,93 + 472.000 ■ 0,011 • 67,20) =
bat 38-66,98

= 8,0 kg/cm2,

a' = (rtex + Mis/i = 2: 0’011 (-9.830• 10,48-
bax 38-66,98

-2-472.000-0,011-2,74= -1,05 kg/cm2.

Pošto naprezanje mijenja predznak, potrebno je naći mjesto gdje je
naprezanje nula.
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U tu svrhu trebaju nam konstante:

As = -T^ + M^sg^ -9.830-0,112 —472.000-0,011 - 67,28 = —
= -9,37 - IO5 kg,

Bs= — 1\ji + Mrsgx = -9.830-67,08-472.000-0,011.67,29= -
= — 0t999- IO5 kg,

Cs=A715a1= -472.000-0,011 -66,98 = -0,357- IO6 kg,

Ds = <45^ = 9.830-67,93 + 472.000-0,011-67,20 = 1,026- IO5 kg.

5x10 za koji je naprezanje nula dobijamo iz:

Ds-Bs 1,026-0,999 „ nosx.„ = are tg =--------- = are tg------------------ = are tg 2,08
Cs-As 0,370-0,357

sx'10=l,12, tgh 1,12 = 0,808,

odnosno:

5x10 = are tg 1,026-0,999-0,808 „-------------------------- --  are tg 2,67,
0,370-0,357-0,808

5X1O= 1,21, tgh 1,21 =0,838,

■yx10
1,026-0,999-0,837=aretg--------------------------
0,370-0,357-0,837

= arctg 2,68,

jx10= 1,21,

1,21 imxln =------- =110 cm.
0,011

Na tom mjestu poprečna sila d?bija svoju maksimalnu vrijednost. Ta iznosi:

IO5r ---- 22—(13 79 sinl,21sinh 1,21 + 6,58 cos 1,21 cos h 1,21-
66,99

-13,85 sin 1,21 cos h 1,21-6,69 cos 1,21 sinh 1,21) = 4.830 kg.

Pošto i na osloncima djeluje opterećenje od 4.000 kg/m, te se napre­
zanje oslonaca povećava za:

40Act = — =1,05 kg/cm2.
38
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Sad možemo nacrtati dijagrame M, T i:

SI. 37.

56



Treći primjer:
Za simetrični nosač na si. 38. odrediti uplivnicu za moment na

rubu. Nosač dimenzija 50/38, marke betona 220. Oslonci od opeke
marke 110 u običnom maltcru.

I — 600 cm,
t = 200 cm,
4_________

\ Hv2E'
£0 = 40.000 kg/cm2,
£=290.000 kg/cm2,

v = 40 cm,
#=200 cm,

SI. 38.

3 • 40.000
200 • 403 2 90.000 0,0134,

z = Zs = 200 • 0,0134 = 2,7.
Za dobijanje rubnih momenata koristimo se jednadžbama (50) i (51): 

(—s2l2a + — + c + slg\M'0 + l—s2l2a-— -cW = -EIs2!a<?'00 + — (— +
\3 si / \ 6 si / 2 \ s

^oo — — ^10 ’
2s

te:

(—s2l~a—— — c\ M' + (— s2Pa + — + c + slg \ M1= —EIs2la<?u —
\ 6 si / 0 \3 si /

Uvrstimo li numeričke vrijednosti:
a = 54,67,
c= 55,03,
d = 55,73,
g= 54,96,

sl= 0,0134 -600 = 8,05,
■dobijamo jednadžbe:

1.682 M'o + 527MX = -5,9EI<?'0Q + 18.580 T'oo -2.080 Tlo,

527 M'o + 1.682 = - 5,9 E/?10 -2.080 T'oo + 18.580 Tlo.
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Za silu P = l na bilo kojem mjestu grede:

, xx' (l + x')
‘Po° 6EII

_xx'(600+.x')
3.600LZ

(/ + a)
?1°_ 6EII

xx' (600 + x)
3.600EI

Ako uvrstimo:

T _ X X

10 l 600 ’

1.682 M'o + 527 = ---*-V600 + -2 + 31 ^-3,47 x = L,
610

527 M'o + 1.682 = _**'(600 + x)  3 47 + 31 x = N.
610

Rješavanjem ovih dviju jednadžbi dobijamo:

M'o = 3,2L — N
4.853

Izračunat ćemo momente za:

x = 0, 100, 200, 300, 400, 500, 600 cm.

„ 3,2N—L
Ml i —

4.853

Vrijednosti L i N, kao i samih momenata, date su u slijedećoj tablici:

x cm 0 100 200 300 400 500 600
Lem 18.600 -74.850 -119.500 -124.740 ■>
N cm -2.080 -55.990 -100.190 -124.740
M'ocm + 12,7 -37,8 -37,8 — 56,5 -41,5 -21,5 -5,2
M^cm -5,2 -21,5 -41,5 -56,5 -58,2 -37,8 + 12,7
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TW=T'^O,

r0=i,

kojima su lijeve
i prije, a desne:

pa dobijamo jednadžbe
strane kao

Da bismo upotpunili uplivnicu i za širinu oslonca, izračunat ćemo
moment još i za položaj sile P = l u 0 (prema si. 40.). Koristimo se
jednadžbama (52) i (53),
kojima je:

^0 = <p'oo = <P10 =

SI. 40.

Uz koeficijente:

dobijamo:

e
2s

e = -9,89,

/—3,16,

1.682 Mo + 527 Mi = - 2.264,

Odatle:
527 Mo + 1.682 = 369.

Ma = — 1,57 cm,

Mx = 0,72 cm.

S dobijenim vrijednostima možemo nacrtati našu uplivnicu za moment
na rubu 0':

1£7
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Površina uplivnice između 0' i 1:

F= — 100(37,8 + 58,2+56,5 + 41,5 + 21,5)+ — (12,7-5,2)= —21175 cm2,
2

pa bi moment na aubu 0' od jednolikog opterećenja q, prema si. 42. bio:

Mo= = —21175 kg cm.

Radi usporedbe izračunajmo ovaj moment po formuli (55):

ql2s2Fa-6cMo=-------------------------
12 si (sla + 2g)

Kad uvrstimo numeričke
vrijednosti: SI. 42.

, 6002 8.052 - 54,67 — 6 - 55,03
M=—q-------------------------------------------

12 8,05 (8,05-54,67 + 3-54,96)
— 21.800 q kg cm.

3. NOSAČ NA TRI OSLONCA

Na slici 43. je pokazana šema takvog nosača:

SI. 43.

Nosač krutosti EI opterećen je proizvoljno unutar polja. Svaki
oslonac ima svoj koeficijent podlog? k0, kr i k2, te vrijednosti:

' *0 ^0’

z2 — J2 Lj •

4______
^0

4FZ

^2

4 £7 ‘

•*1 = Zl —tj
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Sistem je četiri puta statički neodređen. Statički prekobrojne veli­
čine su momenti M'a, M'lt Mx, M2. Potrebne četiri jednadžbe za njihovo
određivanje dobijamo ako se glavnim jednadžbama, (10) i (11), koristimo
za četiri ruba: 0\ 1, 1' i 2, stavivši odgovarajuće indekse.

Jednadžbe ćemo napisati za slučaj da na krajnjim rubovima djeluju
poznati momenti i poprečne sile Mo i M'„, te To i T's. Ukoliko oni ili
neki od njih ne djeluju, odgovarajući članovi jednaki su nuli.

Nakon ovog, četiri potrebne jednadžbe dobijaju sljedeći oblik:

rub 0' —

-2a1(s0l1h0 + f0)M0+ aos-o

+ a1[2c0 + 2s0 lxg0 +

dt Co I ^oo

0

(62)

rub 1 —

4 M'o +

d. Mx +

ei
'o

(63)'o

£
3

d0

đ0

= —2 EIs~QaQax

cx+2sxlxgx +
srL

dx c

-«ipo+ ,
\ $0

-Oo C1+—7
\ si h

— a0exM2^ -

°Oso\ - ^ial j 3 ;
\ 3 llsi si

*2

2
3

s; r
2-n-«i/o^o+

•»o

‘2

»_ d0__£o
1 “0 _3 ] 3Sa ‘1 “n

^0
“5“ ao diTX0 -5- a6 ex Tlo ;
o 1 S«

~ 2 EIsx lx u0 qx <pi0 “5- đj s0 To -5- qx d0 Too +
so ^0
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rub 1
(2 Si Za fi-Ci) M'q + a21---- 2 -^-/i -2 Si Z2 ftl - 2fx 'j +

$14 v^iVi /i /

+ ^?1 I 2 C'o "4" 2 S2 ln £ o *4“
\ S2 ^2

M2 — 2ar (s2l2 h2 +/2) M'„ =-

s; s* , / d2 \
= 2E1s„l2cixQ2 <p20 j- ci2 ^i T'ig 5~ a2 d-^ T"lo j +12 c2 j T20 +

5i . \ s2 /
+ ai(^-2l2f2\T:. (65)

\s2 /

Simetrični nosač i simetrično opterećenje
U tom slučaju:

^0 = ^2 ’

k0 = k2,
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m0 = m'2,

TO = T'S,
•^00 = -^20 ’

^lO = ^lo >

đ0 = «2; co = c2 itd.

Nosač je dva puta statički neodređen (usljed simetrije), a statički
prekobrojne su M[ i Mx.

Za njihovo određivanje imamo ove dvije jednadžbe:
r 9 rl p \-2a1{sQlhQf^M0+ po-So(— l* 2 *ar+ —E- + -^-\ +

'3 S1l 5i l /

r -z1 >•
^o + “oS~O — l~a•0 + 2Zg0 + -^-

soi
C1____

2 n i • o I
5i 5j l S-J

te:

/ cl \ / p \
— (<0 +—r) Mi = ~2EIs* /«o«i9oo + °i( —-2 lf0] To +

v V zj \50 /

/ d \ Jo
+ ai (— + Z c0) Too-----5- a0 (dx + ej Tlo ,

\50 /

ao + "c3/") + cro(2c1 + 251/g1H---------y 4-------y —
so ‘ / \ 5i Z 5j /

—4 fx—2s11 hi siJ^i + 2 —^aifo Mo= -2EIs-la0ai(?i0 -
so

si si , Z ei \
—Z5-aieo Eo—~r^id0 Too +«ol _ + Zfi+ —2 Z/ij Tlo .So 50 \5j 5j /

(67)

Ako su sva tri oslonca jednake širine, tj.

te ako je i koeficijent podloge isti za sva tri oslonca, tj.
50 = 5i = 5 ,

onda su i a0 = ai ~ a itd.
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pa će jednadžbe dobiti ovaj oblik:

(2 2ćZ c \— u2a +---- F — + 2c + 2ug\M'o +
3 u u /

+ (—u2a-——2c — + 2/W = -2EIusaf00 + — (<? — 2 uf) To +
\ 3 u u / s

+ — {d+uc)r..-— (</ + e)r10, (68)

te:

f— u2 a — — — 2 c——+ 2 f) M'o 4- (— u2a + 4- 2 c 4- 2 ug 4- —- —
\ 3 u u J \ 3 u u

—4f—2uh\M1 + 2fM0 = — 2EIusa<?w—-eT0—-dT'n +
/ s s

4---- {d 4- uc + e — 2uf) 1 io. (69)
s

Ako je konačno opterećenje i unutar polja simetrično, onda je:

fo~ T’io >

?oo= ?10 ’

pa će desne strane jednadžbi izgledati:

= - 2EIusa<?00 4- — (e- 2 uf) To + -(uč-e)T'oo, (70)
s s

te:
= -2EIusa9'oo-—eT0 + — (uc + e-2uf)T'0O. (71)

s s

Nejednako slijeganje oslonaca

Neka se oslonci t0, tr i Z2 nejednako sliježu, i to u odnosu 30,
i 82, ili neka su nejednako opterećeni s p0, pt i p2 po jedinici duljine.
Tad su lijeve strane jednadžbi iste kao (62), (63), (64), (65), dok desne
strane imaju slijedeći oblik:

rub 0' — 
= —2EIs2oa0a1(81—80) ili

rub 1 —

= —2EIsi1a0a1(80 — 81) ili

= -2EIs2oa0a1 Pi Po \

Uo kj
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rub T-

= — 2 Els'^a^ (82 — 8J ili = — 2 Els^a^ /— — — );
' &2 ^1'

rub 2-
= — 2EI s23a1a2(81 — 82) ili = — 2 EIs2a1a2 (— — —V

\^i k2/
Ako se simetrični nosač i sliježe simetrično, pa razlika između slijeganja
unutarnjeg oslonca i vanjskih t0 iznosi ± 8, a opterećenja vanjskih i
unutarnjeg oslonca p0 i px, onda će desne strane, potrebnih dviju
jednadžbi, izgledati:

. = ±2EIz*aQaJ ili = -2Eis20aQai (El-EA ;

tc:
= + 2 EIs\aaa1^ ili = — 2 EIs2aaa1 (— — — V

\/c0 kj
Nakon izračunavanja momenata i poprečnih sila na rubovima

oslonaca, slijedi postupak koji je već detaljno opisan.
Jedino što se još može nadopuniti jest cia su, u slučaju simetričnog

i simetrično opterećenog nosača, momenti i poprečne sile na rubovima
lil' jednaki pa se izrazi za statičke veličine tog dijela nosača mogu
pojednostaviti, što će u slijedećem biti pokazano.

4. DIO NOSAČA NA OSLONCU SIMETRIČNO OPTEREĆEN

Za takav slučaj, prikazan na slici 45., glaHt će izraz za moment,
prema (13), uzevši u obzir da 7\ = T'X i =

Mx - ------- {sin sx cos h [ T(J—/) —
s a

—Ms(g- A)] — sinsx sin h^fT^J+e) —
—Ms (c — 2/)] +cossx sinhsx[T(f—
— i) + Ms (g—h)]—cos sx coshsxMsa}.
Dalje je:
j— /_sinh2z — sinz sin hz_ sinhz

a sinh2z —sin2z sinhz + sinz’ 
g — h _sin hz cos hz + sinz cos z —sin hz cos z—cos hz sin z cos hz—cos z

a sinh2z—sin2z sinhz + sinz’
d—e sinhz coshz —sinzeosz + sin hzcosz—coshzsinz coshz + cosz

a sinh2z—sin2z sinhz + sinz
c — 2/_sinh2z + sin2z — 2sinhz sinz_sinh z—sinz

a sinh2z—sin2z sinhz + sinz
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/—i_sinhz sinz —sin2z_ sinz
a sinh2z —sin2z sin hz + sinz

Kad upotrijebimo ove izraze, onda je:

Mx = —— L^sins* cos hsx — BA/smsx sin hsx + CM cos sx
s

- Dmcossx cos h.va'),
gdje su:

sinhz coshz —coszAM = T------------------- Ms-----------------
sinhz + sinz sinhz + sinz

„ ^coshz + cosz ,, sinhz —sinz
Bm = T------------------- Ms------------- :—

sinhz + sinz sinhz + sinz
_ sinz ,, coshz —cosz :

CM = T---------------- + M s------------------j
sinhz+sinz sinhz + sinz >

Dm = Ms 1
Konstante potrebne za izračunavanje sxnl po formuli (17) su:

AT= T(cos hz + cos z) — 2 Ms sin hz
Bt^T(cos hz + cos z) + 2 Ms sin z
Cr = 7" (sin hz— sinz) — 2 Ms (coshz — cosz)
Dt= T (sinhz + sinz)

sin h .sa: —

(72}

(72')

(73)

—B^sinsA* sinhjA'\
gdje su:

(73>

Naprezanja
(75)

Može

Istim načinom izračunavamo i potrebne konstante za dobijanje naprezanja
po formuli (23), tj.:

2s
gx = — Ds cos sx cos h sa' + J^sin sa' cos h sx + Bscossx sin h sa* —

b

~ cos hz +cosz ,, sinhz —sinz
Ds = T------------------- Ms-----------------

sinhz + sinz sinhz + sinz
„ sinz ,, coshz—coszAs = T-----------------+ Ms-----------------

sinhz + sinz sinhz + sinz
„ sinhz __ coshz —cosz
Bs = T---------------- + Ms------------------

sinhz + sinz sinhz + sinz
Cs=Ms

na rubovima iznose:
, 2sa = ct = — Ds.

b
se još istaknuti da se — ako postoji samo jedan ekstrem za

moment savijanja — taj nalazi u sredini oslonca i on predstavlja Mmin (za
gravitacione opterećenje). Inače su položaji ekstrema i vrijednosti mome­
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nata u njima simetrični s obzirom na sredinu oslonca, s tim što je
prvi ekstrem po apsolutnoj vrijednosti najveći negativni moment.

Četvrti pri m j e r:

Za nosač na slici 46. treba odrediti liniju momenata i poprečnih
sila, te dijagram naprezanja zidova. Nosač je od armiranog betona
marke 220, a zidovi od opeke marke 200 u cementnom malteru.

SI. 46.

Opterećenje grede:
sitnorebrasta stropna konstrukcija 200 kg/m2
pod i strop  200 kg/m2
korisno  200 kg/m2

svega: 600 kg/m2
po 1 m' grede:

q = 5,0 • 600 + 0,3 • 0,38 • 2.500 = 3.285 = 3.300 kg/m
Rubni nosač i parapet daju silu od:

To = 5,0 (0,25 • 0,4 • 2.500 + 460 • 1,0) = 3.550 kg.
Prema tome, statička šema nosača ima oblik kao na slici 47.

To
q

To

liiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiimiiiiiiiimiiiimiiiimiiiiiiimmmiiiiiiiiiiiiiimiiiiiiiimiiiiiiij■■ni
SI. 47-
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Osnovne veličine:

Z = 200 cm,
/=300 cm,

To = 3.550 kg,
<7 = 3.300 kg/m.

s 7
! Hv*E'

Eo= 100.000 kg/cm2 (opeka marke 200 u cem. malt.),
£ = 290.000 kgc/m2 (beton marke 220),
v = 30cm (visina nosača),
JV=200 cm (mjerodavna visina oslonca).

Nakon uvrštavanja:
4 

e = V 3-100.000!/ 200-303-290.000 ’

2 = /5 = 200-0,021 =4,20.
Zadatak je usljed simetrije dva puta statički neodređen.

Potrebne jednadžbe za određivanje momenata M'Q i u ovom
slučaju glase (vidi 70, i 71. s Afo = O!):

/ 2 2 d <? \ , / 1 2(—s-Fa + — — + 2c-2slg ) Mo+[ — s~ l2 a-------- 2c-
\3 si si ) \3 si
e \ .1 1__f_ + 2/W1= — 2EIs~la^m + — (e-sl/)M0 + — (s l c - e) T'oo,

si / s s
te:

(— S2 P a _H_2c~— + 2 f \ +(~ s212 a + — + 2c + 2slg +
\3 si si / \3 si
e \ 11,4- — -4/-2j//z)M1= —2EIs2 la<p00----- eT0 + — (s l c + e-2s If) Too.

si 1 SS
Za z = 4,20 dobijamo iz tablica slijedeće vrijednosti:

a= 1.110,53,
c= 1.112,05,

1.111,36,
e = 12,75,
/ = - 29,07,
g= 1.112,22,
h = - 45,42,
i = 0,76,
./ = 1.111.29.
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Nadalje su vrijednosti Članova koji ovise o oprerećenju:
q l3 23 • 3003 37,1-IO6<p =----------= - ------------- =---------------

00 24 EI 24 EI EI

T' q\ = —3.300 • 3,00 = 4.950 kg.
2 2

To = 3.500 kg.
Nakon uvrštavanja ovih vrijednosti i potrebnog sređivanja dobijamo

ove dvije jednadžbe:
0,454 M'tJ + 0,118 = - 90.400, 

0,118 K + 0,461 =-90.100.
kojih nalazimo:

Mo'= -159.000 kg/cm = -1,59 tm,
Mx= - 155.000 kg/cm = - 1,55 tm.

Dio nosača 0 — 0':
To = 3.500 kg,

7^ = 4.950 kg (uticaj momenata ne
uzimamo jer su oni skoro jednaki).

M'o = — 159.000 kg cm.

M0 = 0,
Konstante za izračunavanje sxom.

Ar=Tnd+T'ne + 2M'0s f=3.55Q‘ 1.111,36 + 4.950- 12.75-*-
+ 2- 159.000 0,021-29,07.

+r=4,20-10° kg,

BT = Jr = 4,20- 10° kg.

CT= To c-2 T'o f+ 2 M'^s h = 3.550 - 1.112,05 + 2 • 4.950 • 29.07 -u
+ 2- 159.000-0,021-45,42.

Cr = 4,54 - IO8 kg,
DT = To a = 3.550- 1.110,53 = 3,95- IO6 kg,

, Dt-Bt 3,95-4,20vje = are tg---------= are tg--------------- = are tg 0,735.
b At-Ct 4,10-4,54

5%' =0,63, tgh 0,63 = 0,557.

=0,63 + 3,14 = 3,77:
° nt^
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uzimamo kao definitivan (jer je veći od 2,65), dok JXOml moramo
korigirati, tj-:

3,95-4,20-0,558 f _ o,sxom = arc tg —-------- -------------= arc tg 0,96,
1 4,20-4,54 • 0,558

5Xomi = O,77, tgh 0,77 = 0,647,

3,95-4,20-0,647 + _ o_sxorrt = arc tg----------------------- = arc tg 0,97,
01 4,20-4,54-0,647

sxomi = O,77.

Pošto u našem slučaju mora postojati neparni broj ekstremnih
vrijednosti momenata, to je potrebno naći još jednu vrijednost za sxOm.

To ćemo postići ako jednadžbu (15) riješimo po tg hsrx. U našem
slučaju bit će:

tghsxam.DJ-AJt8sx^,
Bt — C^tg

odnosno:
sxorn =arctgn----------- ----- .

Br — CrtgsxQm3
Počinjemo tako da pretpostavimo da je tgsx0„13=oo. tj.: sxom^=^^-. pa

je onda:
, At 4,20sxom = ar tg h — = ar tg h----- — arc tg h 0,925 = 1,62,

CT 4,54
tg 1,62= -19,67

S ovom vrijednošću ponovimo račun:
,3,95 + 4,20-19,67 u Asxotn = arc tg h-----------------------= arc tg h 0,926 = 1,63.

4,20 + 4,54-19,67
Tom vrijednošću se zadovoljavamo.

Dakle imamo tri vrijednosti za koje moment prima ekstremne
veličine. To su:

— 0,77,
SXOm; = 1,63,
sxon.3 = 3,77

(zadnja dva indeksa su izmijenjena radi reda).
Njima odgovaraju:

0,77 v■orn =------- = 37 cm,
1 0,021
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1,63
a0">2 =-------- --  78 cm,

0,021
3,77xom = ———=179 cm.

3 0,021
Konstante za izračunavanje momenata su:

AM = Toj- T'J+ M'osh = 3.550 • 1.111,29 + 4.950 • 29,07 +
+ 159.000 • 0,021 • 45,42 = 4,244 - IO6 kg,

= To d+ T'oe + 2 M'osf^ 3.650 - 1.111,36 + 4.950 • 12,75 +
+ 2 • 159.000 • 0,021 • 29,07 = 4,205 • 10G kg,

CM = T'J- To i - M'o sf= - 4.950 • 28,07 - 3.550 - 0,76 -
— 159.000• 0,021 • 45,42 = -0,297 - IO3kg,

Z)Af= Afo5đ = 0.
S ovim konstantama dobijamo izraz za moment:

103Mox - ----------------------- (4.244 sin sx cos h.sx — 4,205 sin sx sin h.yx —
0,021-1.110,53

— 0,297 cos sx sin h s ,x).
Uvrštavanjem za sx nađenih vrijednosti: sxom, sx0l^ i sxom^ dobi­

jamo veličine momenata, i to —
^omin^ -0,52 tm,
^omax=-O,42 tm,

■^omin3= -2,14 tm.
Naprezanje podloga:

a0 = — (Torf+ T; e + 2 M'osf) = 2‘.0’021 (3.550 -1.111,36 +
ba 38-1.110,53

+ 4.950- 12,75 + 2-0,021 • 159.000-29,07) = 4,15 kg/cm2,
o o n m i

< = — (Toe + T'd—M'.s c) =---- - ---- (3.550 ■ 12,75 + 4.950 - 1.111,36 +
ba 38-1.11,53

+ 159.000-0,021 - 1.112,05) = 9,15 kg/cm2.
Pošto poprečna sila tri puta mijenja predznak, to ona mora imati

dvije ekstremne vrijednosti, a to znači da y, odnosno ct, dva puta mijenja
predznak. Da nađemo sx u kojima je ct = 0, trebaju nam konstante:

As= T'J- Toi—M'osh = -4.950 • 29,07 - 3.550-0,76 -
- 159.000 • 0,021 - 45,42 = - 2,97 • 10s kg,

Bs = T'J- TJ-M'osh - -2,97 + 3.550(1.111,29 -0,76) IO5 - -42,44 • IO5 kg,
Cs=0

Z>s = ^s = 42 - 10skg.
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Sad se možemo koristiti formulom (43), odnosno (44):
42 — 42,44sx'o = are tg = are tg = are tg (-0,15) = -0,15,

Cs-As 2,97
sx0 = -0,15 + 3,14 = 2,99,°3

Ovu vrijednost usvajamo odmah, dočim sx0, moramo korigirati
Uz tg/z ( + 0,15)== —0,149 bit će:

42 + 42,44-0,15 ,sxn = arctg-------------------------  are tg 1,63= 1,02.
2,97

tg/zl,02 = 0,77,
42-42,44-0,77 oaxQ =arctg-------------------------  are tg 3,14= 1,26

’ 2,97
tg/z 1,26 = 0,751,

42-42,44-0,851sx0 = are tg---------------------- = are tg 1.99= 1. i I.
’ 2,97

tg/z 1,11 =0,804.

42-42,44-0,804sxQ = are tg •---------------------- = are tg 2,66 = 1.21.
’ 2,97

tg/z 1,21 =0,837.
42-42,44-0,837 „sxB = are tg---------------------- --  are tg 2.19 = 1,14.

* 2,97
tg/z 1,14 = 0,814,

42-42,44-0,814 „ An ,sx0 = are tg---------------------- = are tg 2,49 = 1.19.
2,97

tg/z 1,19 = 0,821.

2,97
Pri toj vrijednosti ostajemo. Iz gornjeg se vidi kako je proces

konvergencije bio spor i dugačak.

42-42,44-0,821sxOi = are tg---------——-------- = are tg 2,42 =1,18.
2,97

tg/z 1,18 = 0,827,
42-42,44-0,827= are tg-------- ------------- = are tg 2,32 = 1,17.

42-42,44-0,83sx, = are tg---------- ------- 1----= are tg 2,29 =1.16.
’ 2,97

tg/z 1,16 = 0,821,
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At= T\ (cos hz + cos z) — 2 Mxs sin hz — 4.950 (cos h 4,2 + cos 4,2) +
+ 2- 155.000 • 0,021 • sinh 4,2 = 3,77- IO5 kg,

BT = (cos hz + cosz) —2 Mrs sin z = 4.950 (cos h 4,2 +cos 4,2) —
-2 - 150.000-0,021 sin4,2= 1,68- IO5 kg,

Cr=7i(sinhz — sinz) — 2Mrs (coshz — cosz) = 4.950 (sinh4,2 —sin4,2) +
+ 2- 155.000-0,021 (cos h 4,2-cos 4,2) = 3,88- IO5 kg,

£>r= Ti (sin h z + sin z) = 4.950 (sin h 4,2 +sin 4,2) = 1,61 • IO5 kg,

B)j—BT 1,61 —1,68 _sxim = are tg -----------= are tg--------------- = are tg 0,64 = 0,57.
At—CT 3,77—3,88

CJsljed simetrije možemo odmah napisati sve tri vrijednosti za sxltn, i to:
^^ = 4,20-0,57-3,14 = 0,49.

sxlm = — 4,20 = 2,10,
1 2

sxVn =0,57 + 3,14=3,71,

= —1,55 tm = —155.000 kg/cm,
rx= 4,95 t = 4,950 kg.

Pošto je opterećenje simetrično, to
se koristimo jednadžbama (72)—(75).
Konstante za dobijanje sxlm:

Dakle <t = () za sx'o =1,17 i za a’X02 =2,99, tj.-

1,17za x„ =------- = 56 cm i
1 0,021

2,09 mza x„ =------- =142 cm
2 0,021

Između ovih tačaka naprezanje je vlačno (negativno). U sredini tog

poteza, tj. za sx = — (1,17 + 2,99) = 2.08, ono iznosi, prema (23):
2

2 • 0 021 • IO5CTo = —rir------ — (42 cos 2 ■ 0,8 cos h 2,08 - 2,97 sin 2,08 cos h 2,08 -
- 38-1,110,53

-42,44 cos 2,08 sin h 2,08) =-1,25 kg/cma.
3300Ako uzmemo u obzir da je na osloncima pritisak od------= 0,87 kg/cm2,
3800

onda preostaje vlak od —1,25 + 0,87=—0,38 kg/cm2.
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kojima odgovaraju:

xlr:, ——-----= 23 cm,
1 0,021

2,10x177/ =------- = 100 cm,
2 0,021

3,71 177
xi™=- —, ~ 177 cm’3 0,021

Konstante za izračunavanje momenata:

m sinhz coshz—cosz 1Am = Ti--------------------- Mx s-------------------- --------(4,950 • 33,34 +
sinhz + sinz sinhz + sinz 32,46

4- 155.009-0,021 -33,84),

Aai = 8,45- 103 kg,

coshs + cosz sinhz—sinz 1 nr.nBm = Tr--------------------M, s---------------- =--------(4.950 • 32,86 4-
sinhz + sinz sinhz + sinz 32,46

4- 155.000-0,021-34,21),

Bm=8,42- IO3 kg,

  sinz  coshz — cosz 1 , . ncn .CM = 7\ -------------------+ Mts------------- -----=--------(-4.950• 9,87 -
sinhz + sinz sinhz + sinz 32,46

-155.000-0,021-33,84),

CM= -3,49- IO3 kg,

Dm= M1S= -155.000-0,021- = -3,32- IO3 kg.

S ovim konstantama glasit će izraz za moment:
IO3M-,, =--------- (8,45sinjxcos h —8,42sinhjxsin —

0,021
— 3,49 cos sx sin h 5X4-3,22 cos sx cos h sx).

Uvrštavanjem dobijenih vrijednosti za sxlnt:
^imin= - 1>97 trn,

^imax= -0,72 tm.

Naprezanje podloge na rubu:

CT=CT;=—= 8,42-IO3 = 9,3 kg/cm2.
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Za dobijanjc tačaka u kojima je naprezanje podloge jednako nuli trebamo
konstante:

~ coshz + cosz sinhz —sinz . 32,86DS=TX------------------ Mrs-----------------= 4.950—-— +
sinhz + sinz sinhz + sinz 32,46

34 21+ 3.220——— =8.420 kg,
32,46

, sinz coshz —cosz . ncf. 0,87As=Tt------------------  +Mrs----------------- = — 4.950 —-------
sinhz + sinz sinhz + sinz 32,46

3.220 -3.493 kg,
32,46

„ sinhz ,, coshz — cosz . 33,34Bs = 7;------------------ + s------------------ = - 4.950 —-—
sinhz + sinz sinhz + sinz 32,46

33 84— 3.220—^— = -8.450 kg,
32,46

8,42 — 8 4c>5X10 = are tg---------= are tg —- -------— = are tg ( — 0,111) = — 0,11.

Cs — — — 3.220 Kg,

^S—^S

Usljed simetrije:
3,49-3,22

sx10i = 4,20+ 0,11-3,14 =1,17,

Naprezanje u sredini oslonca za jx = 2,1 iznosi:

5X1O.= -0,11+3,14 = 3,03,
kojima odgovaraju:

1,17 <<x10 =------- ==56 cm,
1 0,021

3’03x10 =------- = 114 cm.
2 0,021

2-0,021. IO3
g2,1 — CTmin ~ ---- ------------(8,42 cos 2,1 cos h 2,3 — 3,49 sin 2,1 cos h 2,1 —

- 8,45 cos 2,1 sin h 2,1 + 3,22 sin 2,1 šin h 2,1) = - 1,97 kg/cm2.

Uzme li se u obzir pritisak na osloncu od 0.87 kg/cm2, ostaje vlak od
— 1,97 + 087 = — 1,10 kg/cm2.

Ekstremne vrijednosti poprečnih sila unutar oslonca nisu izračunate
jer, redovito, nemaju značaja za dimenzioniranje nosača. Inače je njihovo
izračunavanje jednostavno, tj. u formulu (45) uvrštavamo vrijednosti sx0.
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Na temelju dobivenih vrijednosti možemo nacrtati dijagrame mome­
nata, poprečnih sila i naprezanja podloge.

5. NOSAČ S BESKONAČNO MNOGO JEDNAKIH POLJA I OSLONACA

Šcma takvog nosača data je na si. 51:

r-1 (n-1.)

SI. 51.
U ovom slučaju je:

@r—2 = ^r—1 = • • • • đ,

Cr_a = Cr_! = . . . . C ,

jr-2—jr-l ~ • • • -j>

sr—2 = sr—l~ • • • • 
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Ako je opterećenje u svim poljima jednako, onda je:
K'-2 = Mr- 1 = M'r = M\

Mr_r = Mr = Mr+x=M,
^(.r-l)o ~ ^ro ~ ^0 >

^(r- 1)0 = ^ro — »

P(r-2)0 ~ 9(r-l)o ~ ~ ?u ’

*?0—1)0 = 9ro ~ ?(r+l)0 = ?0 >

pa su samo dva momenta nepoznata, i to M i M'. Za njihovo odre­
đivanje dobijamo dvije jednadžbe ako u (10) i (11) uvrstimo gornje
oznake. To su:

— u-a — 2 c —— + — — 4/— 2 uh\ M' 4 (— u2a 4 2c4 — + 4 f 4
<3 u u / \ 3 u u

+ 2g») M= -2Elsua<?a + — (uc + d-e) Tb + — {e-d-2uf) T'o, (76)
/ c .v

te:

/ 2 2d 2 s \ /l 2d 2e(— u-a + 2 c ----------------1- 4 f -\- 2 ug) M' 4 • — ira — 2 c---------i---------4 f-
\ 3 :< u / \ 3 u u

-2uli\M=- -2EI sva ---- (e — d—2uf)TQ-i~(i{c + d—e')T'Q, (77)
/ s 5

gdje jc u = si.
Ako je opterećenje u svim poljima jednako i simetrično unutar

polja, onda su svi momenti jednaki, pa je My = M, a T'0 = Tn. Osim loga
je <p'„ = <p0, pa će jednadžbe za određivanje M glasiti:

(ua + 2g — 2li) M = —2 EIsaqQ + — (c — 2f') To.
s

odakle se dobija:
M_ _2_£/^0-(e-2/)T0

s(ua4 2g-2 hi)
U slučaju da je opterećenje u svim poljima jednako i simetrično

unutar polja a naizmjenično mijenja smjer (si. 52), onda je Af'= — M, a

■777777777^\77777777777.

SI. 52.

lllllllllllltllllllllllllll
lllllllllllllllllllllllllllll1

q
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T'o= —To, pa će potrebna jednadžba glasiti:

/l 4rf 4e \ 1[ — u2 a 4- 4 c 4---- ------- F 8/4- 2 ug 4- 2 uh) M = — 2 EIs a<p0 4---- (uc +
\ 3 u u / s

4- 2 w/4- 2 d— 2 e) To ,

iz koje dobijamo:
M 6 EIus2aq0 — 3 u (uc + 2 uf+ 2 d—2 e) To

s(u3a+ 12wc4- 12d — 12e4-24 uf + 6u2g + 6u2h)

Jednoliko opterećenje q na cijelom nosaču

Tada je:

Kad uvrstimo u <73):

(80)
12 u(ua + 2g— 2h)

Za ovu formulu vrijedi isto razmatranje kao za formule (55), tj.
rubni moment može imati i pozitivnu vrijednost.

Za zadani 5 i t rubni moment je jednak nuli ako je:

j 1 1/"gSinhz —sinz
s ]/ sinhz4- sinz '

Za / manji od ovog, rubni moment je pozitivan i obratno.

Ako postoji samo jedna vrijednost za sxm za koju moment na

osloncu poprima svoju ekstremnu veličinu, tada je sxm = —, a Afmin se
z 2 ’

dobija ako se u (72) stavi — .
2

Taj slučaj nastaje ako je:
Dt—BTare tg--------- -4-k>z.
A-p— Cf

U protivnom slučaju javlja se više ekstrema, koji se, onda, iznalaze na
već opisani način. Prvi ekstrem predstavlja najveći negativni moment.
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Momentni dijagram izgledat će kao na si. 53:

Jednoliko opterećenje na svakom drugom polju

Gvakav slučaj opterećonja pokazan je na si. 54:

SI. 54.

Njega rastavimo na dva dijela prema si. 55:

SI. 55.

Za opterećenje pod 1) — prema (80):

M = M0 =
q l2 u2 a — 6 (c — 2f)
24 u (ua + 2g—2/i)

Za opterećenje pod 2) koristimo se (79), s tim da stavimo:

J7
48 £7

4
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pa je.
</lz 3 tfa- 18 (uc + 2uf+2d—2e)
24 u?a + 12uc+ I2d—12e + 24uf+6u2g + 6u2h

Sad možemo napisati definitivne izraze za momente M i za
opterećenje prema si. 54.

q\2 Vu2a — 6 (c — 2f)M —------- I-----------------------1-
24 l_u(ua + 2g — 2h)

3u2<z—18 (uc + 2uf +2<7—2e) 1
-t------------------------------------------------------------------------------------------------------, (81)
us a + 12zzc + 12d — 12e+ 24uf + 6u2g + 6u2h

24 2g — 2/i)
3u2a- 18 (uc + 2 uf-\- 2d-2e) 1

usa+ L2uc-r 12d— 12e + 24 uf-\- 6u2g-|- 6u~kJ

Momentni dijagram pokazan je na si. 56. Položaj i veličina Mmin se
određuju na poznati način.

SI. 56.

Opterećenje silom P u sredini svakog polja
P\2

Kad uvrstimo u (78):
u2a-4{c-2f)

8 u(ua + 2g—2h)
Za zadani 5 i t rubni moment jednak je nuli za:

2 "\Fsinhz—sinz
s \ sinhz + sinz'

Ostalo kao u slučaju jednolikog opterećenja.

(83}
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Ako u jednadžbu (82) stavimo / = 0, dobijamo:

ili sa zamjenama (6):
4^ g—h

.r P sinhz —sinzM =---------------------- .
45 cos hz—cosz

To je moment pod silom P beskonačnog nosača na elastičnoj podlozi
opterećenog silama P na razmaku t, prema si. 57.

SI. 57.

____
p

/ \
p , p —> p p

4.
L

u.
L z____ t

♦

Opterećenje silom P u sredini svakog drugog polja

SI. 58.

Za opterećenje pod 1) prema (82):

,, P1 w2đ-4(c-2/)M = Ma =------------------------ —
16 u (ua + 2g — 2/i)

, . . Pl2 PZa opterećenje pod 2) je <p0 =------- , a To = —, pa je prema (79):
3 2 EI 4

Pl 3 u2a —12 (uc + 2uf+ 2d — 2 e)M= —Mq=----------------------------------------- -------------- -----------
16 u3 a+ 12uc + 12d—12e + 24 uf + 6u2g + 6u2h
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M —

Definitivni momenti iznose:
Piru8g-4(c-2/) [
16 u(ua + 2g—21i)

3u2a —12 (uc + 2uf+2d — 2e) j
u3a + 12uc+12d—12e + 24uf+ 6u2g+6u2h J ’

P1 [u2a-4(c-2f)Ivi o — •
16 [u(ua + 2g—2h)

3 u2 a — 12 (uc + 2uf +2d—2e)
u3a + 12uc + I2d — 12 <? 4- 24 uf +6 u2g + 6 u2h

Momentni dijagram kao na si. 59:

(84)

(85)

Opterećenje silom P u rubovima oslonaca

Za ovaj slučaj je <p0 = 0, a T0 = P, pa će biti:

Momentni dijagram kao na slici 61:
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Na koncu napominjemo da se sve izvedene formule za nosač s
beskonačno mnogo jednakih polja i oslonaca mogu bez daljeg praktički
upotrijebiti i za nosač s konačnim brojem jednakih polja i oslonaca, i to
počevši od četiri oslonca.

Peti primjer:
Za prozorski nadvoj prikazan na slici 62. dati momentni dijagram

mjerodavan za dimenzioniranje te dijagram naprezanja podloge.

Nosač (nadvoj) — dimenzija 38/38 (zub u polju zanemarujemo)
iz betona marke 220. Zidovi-oslonci od opeke marke 200 u cementnom
malteru.

Opterećenje stropa:
stalno (konstr. te pod i plafon) 400 kg/m2,
korisno: 200 kg/m2;

po 1 m' grede:

g = —5,00-400 + 0,38-0,38-2.500+1,0-460= 1.820 kg/m.

p = — 5,00-200 =
2

Osnovne veličine:

]/~ 3£o
|/ H^E’

500 kg/m
7 = 2.320 kg/m

.Eo= 100.000 kg/cm2 (opeka u cem. malteru).
£= 290.000 kgc/m2 (beton M220),

v = 38 cm (visina nosača),
#=100 cm (mjerodavna visina oslonca).
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Nakon uvrštavanja: 

s =
3 - 100.000

ToO+383- 290.000
= 0,021 cm-1,

z — ts = 100-0,021 =2,10.
Za dobjanje najvećih negativnih momenata opterećujemo cijeli nosač

s q. Rubni moment daje nam formula (80):

M_ ^g~6(c~2/)
12 u(iia + 2g—21i)

Za z = 2,10 imamo u tablicama slijedeće vrijednosti:
a= 15,43,
c= 16,92,
/= 3,47,
g = 16,23,
/z= 1,55.

Nadalje je u = sZ= 0,021 ■ 350 = 7,35.

Nakon uvštavanja:
2,32 - 3,52 7,352-15,43 —6(16,92 —2-3,47)Mq =----------- --------- ’------------------ S—>.----------- 2—'— = - 1,75 tm.

12 7,35 (7,35 • 15,43 + 2 • 16,23 -2 • 1,55)
Stalni teret daje rubni moment:

1 82
=—1,75———=—1,37 tm.

2,32
Najveći negativni moment nastaje u sredini oslonca.
Konstante za izračunavanje Mmin (prema formulama 72'):

sinhz coshz-cosz . _r_ 4,02Am = T —---------------- M s----------------- --  4.060------- f
sinhz + sinz sinhz + sinz 4,89

4 65+ 175.000- 0,021— — ,
4,89

Jm = 6,84- IO3 kg,
coshz + cosz sinhz—sinz . 3,64Bm^T —-----------------Ms---------------- --  4.060 —------ F
sinhz + sinz sinhz + sinz 4,89

+ 175.000- 0,021
4,89

BM = 5,39- IO3 kg,
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—Dm cos sx c os sx) .

r r sinz , hjf coshz—cosz 0,63Cm = T ---------- -— + Ms---------------- = 4.060 ----------
sinhz + sinz sinhz + sinz 4,89

4 65-175.000- 0,021 -222-,
4,88

Cm= -2,78- IO3 kg,
Dm = Ms = -175.000-0,021 = -3,68- IO3 kg.

Ove vrijednosti uvrštavamo u formulu (72):

Afx=----— (JMsin5Xcosh5x—5A/sin5,xsinhjx+CA/Cos^sinhj  ̂—
s

zZa sx = —= 1,05 dobijamo Mmin:

^min= ——- (6,84-sin 1,05cosh 1,05 — 5,39• sin 1,05sinh 1,05 —
0,021

-2,78- cos 1,05 sin h 1,05 + 3,68 - cos 1,05-cos h 1,05)= -231.000 kg/cm,

min = 2,31 tm.
Za dobijanje najvećeg pozitivnog momenta u polju treba korisnim

opterećenjem p opteretiti svako drugo polj;. R-.bni momenti koji odgo­
varaju tom opterećenju dob jaju se pomoću formula (81) i (82):

-P— [ “2g~6(c—2/) +
24 [ u (ua + 2g — 2/z)

3 u2a — 18 (uc + 2 uf +2 d—2e
u3 a + 12uc + \2d- 12 e + 24«/ + 6 u2g + 6u2 h

M = pl2 ru2a-6(c-2f)
° 24 j_u(ua + 2g—2/i)

3«2«—18 («c + 2«/+2 J—2e
u3a+ 12uc + \2d—12e + 24w/+6«2g+6u2/z

Osim već datih koeficijenata dolaze još:
z7= 17,10,
5= -5,61,

pa ćemo nakon uvrštavanja dobiti:
0,50- 3,52■■ -"--2— (0,74-0,10)=-0,16 tm,

24
0 50 • 3 52—i_ (0,74 + 9,10) = - 0,21 tm.
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Mmax u polju iznosi:
A/max = 0,125 • 2,32 • 3,52 —(1,37 + 0,16) = 2,02 trn.

Naprezanje podloge
Za tu svrhu potrebne konstante su prema (74):

1 sinz coshz—cosz „ ,As=T------------------ ■- Ms---------------- — — 2,78 - IO3 kg,
sinhz + sinz sinhz + sinz

„ sinhz ,, coshz —cosz ,Bs= — T----------------+ Ms---------------------- —6,84- IO3 kg.
sinhz + sinz sinhz-l-sinz

Cs = Ms= -3,68- 103 kg,

„ _coshz + zosz .. sinhz—sinz _ ,DS=T--------------------Ms---------------- - 5,39 ■ 103 kg.
sinhz + sinz sinhz + sinz

Naprezanje na rubovima (75):
2s 2-0,021

crmax = -£>s=——---- 5.390 = 5.96 kg/cm2.
b 38

Naprezanje u sredini oslonca:
2-0.021 • IO3

CTmin - ----------------- (5,39 cos 1,05 cos h 1,05 —2,78 sin 1,05 cos h 1,05-
38

— 6,84 cos 1,05 sin h 1,05 + 3,68 sin 1,05 sin h 1,05) = 0,22 kg/cm2.
Na si. 63. pokazani su dijagrami momenata i naprezanja podloge:
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6. NOSAČ NA POLUBESKONAČNO ŠIROKIM OSLOCIMA

b porastom širine oslonaca sve se vise umanjuje uticaj jednog polja
na drugo. Istu posljedicu prouzrokuje i povećanje s-a, i uz ograničenu
širinu oslonca. Veličina z — st je, dakle, ona veličina koja čini većim ili
manjim taj međusobni uticaj pojedinih polja. U slučaju neke vrijednosti z
taj uticaj je tako malen da se može zanemariti, pa se oslonci mogu
posmatrati kao polubeskonačni. Tada se pojedina po’ja mogu uzeti
zasebno, što mnogo pojednostavljuje proračun. Prema Timošenku (Otpor­
nost materijala, II dio), nosač na elastičnoj podlozi za koji je z veći
od 5,00 može se tretirati kao polubeskonačan. Taj kriterij se može
usvojiti i ovdje, premda se u praktičnim zadaćama može ići i niže.

Razmatrajmo nosač krutosti EI na polubeskonačnim osloncima
prema slici 64.

Pretpostavke — iste kao kod kontinuiranog nosača (vidi str. 2).
Ako u rubovima oslonaca, tj. u tačkama 1 i 2, presiječemo nosač

i na mjestu presjeka priložimo momente Mr i M2 te poprečne sile i T2,
tada dobijamo dio nosača između oslonaca, koji lako rješavamo primje­
nom pravila statike i čvrstoće, i polubeskonačne dijelove na elastičnoj
podlozi čiji su rubovi podvrgnuti djelovanju jednog momenta i poprečne sile.

Osmotrimo jedan takav polubeskonačan dio nosača na elastičnoj
podlozi.

Rješenje diferencijalne jednadžbe (1) za ovaj slučaj glasi:
y = Ae~sX cos sx +Be~ sX sin sx.

Konstante A i B dobijamo iz slijedećih rubnih uslova:
d2yEI-2- = -M za x = 0,
dx2 

d3 yEI — = — T za x = 0,
dx?
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pa će konačni izraz za opće rješenje biti:

T MEIy =-----e ~sX cos sx--------e~sX (cos sx — sin sx). (87)
2 s3 2s

Nagib tangente na elastičnu liniju:
» 7* 1^1

EI — —---- e~sX (cos sx-|- sin sx) -I----- e~sXcos
dx 2sz s

Na rubu oslonca, tj. za x=0:

+ (88)
2 5“ 5

(Isti rezultat dobjamo ako u formulu (8) stavimo T'r = M'r = 0, te cr — gr = ary

Moment savijanja:
Jo 7“ rrt

—EI —— — Mx = — — e-"* sin sx — M e~sX (cos sx + sin sx)
dx* U

(89)

Poprečna sila:
ć/3 v—EI-—= TX = —[r e~sX (cossx— sin sa') + 2 Ms c-** sin 5.x]. (90)
ć/x3

Ako su moment M i poprečia sila T zadani ili poznati, ili se mogu
izračunati po pravilima elementarne statike (slučaj konzole), onda samo 

inij a

ostaje da pomoću gornjih formula utvrdimo tok momenata savijanja
i poprečnih sila mjerodavnih za dimenzioniranje nosača, kao i napre­
zanje podloge.

Linije momenata i poprečnih sila pokazane su na slici 65.
Mmin nastaje na mjestu gdje poprečna sila mijenja predznak.
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Izjednačimo u tu svrhu jednadžbu (90) s nulom:
Te~sX (cos sx — sin.sx) + 2 Mje-,xsin5X = 0,

odakle se dobija:

1 r
ili:

“"■“arctg-4^’ (91)

T
odnosno:

_sx„,
S

Uvrštavanjem vrijednosti sxm u jednadžbu (99) dobijamo Mmin.
Radi olakšavanja numeričkog rada daju se na kraju vrijednosti funkcija
e~sX (cos s'A'-i- sinsx), kao i sinsec.

Sravnjivanjem izraza (89) s nulom dobijamo mjesto gdje moment
moment mijenja predznak, tj:

sx0 = are tg —----- . (92)
—---- 1
Ms

(Za gravitacione opterećenje ovaj izraz će biti negativan pa treba
uzeti 7t + sx0 .)

Ovakvim po'iupkom možuno i dalje slijediti funkc'ju (89), ali s
praktičnog gledišta to nije potr, bno jer njezine tk tremne vrijednosti
naglo padaju i nisu značajne za dimenzioniranje no ača.

Naprezanje podloge dobijamo pomoću izraza za y, tj:
2s= — [Te~sXcos sx—Ms e~sX (cos sx — sin sx)J. (93)
b

Najveće je naprezanje za x = 0 te iznosi:
2s

’max = - (T—Ms). (94)
b

Ukoliko je još no~ač po duljini podloge opterećen s q po jedinici duljine,
onda se naprezanje povećava za:

b
I T \Za 5xr=--=arctg I 1------- I, (95)
\ Ms/

naprezanje podloge jednako je nuli. Tu uje dro poprečna sila ima
ek.tremnu vrijednost, koja se lako izračuna iz (90).
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dyMaksimalno vlačno naprezanje nastaje tamo gdje je — =0, tj. za:
dx

sxp = are tg (96)

Uvrštavanjem ove vrijednosti u (93) dobijamo maksimalno vlačno
naprezanje. Funkcije cos sa', te e-jX(cos5X — sinsx) date su na kraju
radi lakšeg računanja.

Dijagram naprezanja dat je na slici 66.

Nakon što smo utvrdili tok statičkih veličina koje su prouzročene
momentom M i poprečnom silom T na rubu polubes konačnog nosača,
vratimo se nosaču prikazanom na slici 64. Statički prekobrojne veličine
su tu momenti Mx i M2 • Za njihovo određivanje koristimo se kontinui­
tetom nosača u tačkama 1 i 2.

Proizvoljno opterećenje

Jednadžbe za određivanje nepoznatih rubnih momenata i M2 glase:

Mx 1
3 EZ

Mn 1
+- —7- + Toi - V + <P1 = 06 EI

Mx 1
6 EZ

Mol—±7 + <poa + ip + <p2 = 0
3 EI

(97)

Ovdje su <p01 i <p02 kutovi zaokreta tangente na elastičnu liniju u
tačkama 1 i 2 proste grede na dva oslonca za zadano opterećenje.

<px i <p2 su kutovi zaokreta tangente na elastičnu liniju u tačkama
1 i 2 na elastičnoj podlozi. Za njih se koristimo izrazom (88):

<Pi =

(2M2s — Tj).^p2 —

(2M15-E1),
/Mx V 1 1
\ s 2s2,'EI~ 2s2 EI

/M„ Tz\ 1 1
\ J 2s2) EZ 2s2EI
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<p je kut zaokreta štapa 1—2 usijed nejednakosti progiba u tačkama
1 i 2, te iznosi: 

4> = y

1

A/., - M
1

gdje su yl i y2 progibi u tačkama 1 i 2, koji se dobijaju iz jednadžbe (87)
u kojoj je x = 0, tj:

y =---------- (7\ — s — Ec, + M„ 5).
2s*EI *

J?1 ~ Tip?

gdje su T01 i F02 poprečne sile proste grede na dva oslonca — od
zadanog opterećenja.

Kad sve ove izraze uvrstimo u jednadžbe (97) te izvršimo potrebna
sređivanja i sažimanja, dobijamo ove dvije jednadžbe:

yn =------- J------- (Tn~M.,S),
” 2s3EI "

Nadalje, za T\ i T» stavićemo poznate izra:

11 -- A)i

(2 a3 + 6a2 + 6u + 6) Mx + (u3 — 6u — 6) A/2 = — 6EI<?01 u2s —
-3 To2/+3 T01l(u+ 1)

(u3 — 6u — 6) Mx + (2 a3 + 6a2 + 6u + 6) M2 = —6EI<?02 u2s —
-3 T017+3T02/(a+l).

iz kojih dobijamo nepoznate rubne momente i M2,
u = sl.

Simetrično opterećenje
Za simetrično opterećenje važi slijedeće:

^01 = ^02 = ^0 ’

?ol ~ ^02 = *Po ’

pa će izraz za nepoznati rubni moment glasiti:
2£Z gQus-Tol

u2+2u
(99)
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Za jednoliko opterećenje q:
q l3

?0 24 EI

Nakon uvrštavanja:
(100)

12 u2 + 2 ti

1/6 1/6Rubni moment je jednak nuli za l=t—odnosno 5=-^—,

Momentni dijagram je pokazan na slici 67.

Nakon uvrštavanja:
„ Pl w2-4M =------ -----------.

8 iP+2u
2 2Rubni moment je jednak nuli za 1= —, odnosno s =—
5 1

Momentni dijagram je analogan onom na si. 67.
Ako je Z=0, onda je moment:

M= —
4s

(101)

To je poznati izraz za moment beskonačne grede na elastičnoj podlozi
opterećene silom P.
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Za dv'je sile P u rubovima oslonaca'.

?o-°’
T’o = P>

M =---------- .
s (« + 2)

Momentni dijagram na si. 68:

(102)

SI. 68,

Ako je silom P opterećen samo jedan rub, onda, uzevši u obzir
simetrično i antisimetrično opterećenje, dobijamo:

P 2u* + 9u2 +12« +6Mr - ---------------------------------------
s m4 +8«3+24«2+36«+24
P «3 + 3«2-6M - ------------------------------------------
s id + 8 «3 + 24«2 + 36« + 24 .

(103)

Na slici 69. pokazan je momentni dijagram.

Nosač s jednim normalnim i jednim pohibeskonačnim osloncem
Nepoznati rubni moment M2 dobijamo ako u drugu jednadžbu (98)

stavimo Mt = Q, pa je:
6 EI <p02 u2 s — 3 T02 l(u+ 1)

w3 + 6 u2 + 61/ + 6
(104)
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Jednoliko opterećuje g:

Sila P sredini:

q l2 U3 — 6 (u+ 1)
8 u3+ 3 u2+ 3u + 3

3 P1 t/3~4<u+1)
16 u34-3u2 + 3u + 3

(105)

(106)

SI. 70.

Sila P na rubu 2:
M =—P l (U+V)____

2 2 u3 + 3u2 + 3u + 3

Šesti primjer

(107)

Uzmimo primjer 4. radi usporedbe s tačnim načinom. Rubni moment:
1 o o /-

M= U“~ prema (100), g = 3,33 t/m, u = 300- 0,021 = 6,3,
12 u2 + 2u

3,33 - 3,02 6,32 —6------------------------------= —1,61 tm.
12 6,32 + 2-6,3

(u primjeru 4. rubni moment iznosi 1,55, odnosno 1,59 tm),

 2Ms  2- 161.000-0,021 
 T 4.950 

sxm = are tg 0,42 = 0,40; xm = _21Ž2_ = 19 cm,
0,021

(u primjeru 4, x„, = 21 odnosno 23 cm).
Prema (89):

/4 950 \
Afmin= — (—----  0,261 + 161.000-0,878 )=—2,03 tm,\ 0,021 )

gdje su koeficijenti 0,261 i 0,878 dobijeni iz tablica za funkcije e-J*sin sx,
te e~sX (cos sx+ sinsx), a za jx=0,40.

(U primjeru 4: Mmin = 2,14, odnosno 1,97 tm.)
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Naprezanje podloge:

2-0,021nmax------ '----- (4.950+ 161.000 • 0,021) — 9,2 kg/cm2.
38

(U primjeru 4:crmax = 9,15. odnosno 9,30 kg/cm2.)

Kako je iz prednjeg vidljivo, rezultati s praktičnog gledišta potpuno
zadovoljavaju, jer razlike ne premašuju veličinu od 3%. Ovo tim više
što je u ovom primjeru z = 4,2, što znači da bi za z = 5,0 (koju smo
vrijednost uzeli kao kriterij) ova razlika bila još manja.

USPOREDBA REZULTATA S PROPISIMA

Tačka 19. Privremenih tehničkih propisa za beton i armirani beton
praktično tretira pitanje širokih oslonaca tako da se za oslonce šire
od 0,10/ izrađuje fiktivna šema nosača prema slici 71, pa se dimenzi­
oniranje oslonačnog presjeka vrši s obzirom na reducirane momente Mmin_

Iz slike imamo:

2

M= —— <7(1,05 •/)2= — 0,092 ql2,

= = -g----0-25 :.L 1,025-7=0,0128 g/2,
2 2

Afmln = — (0,092—0,0064) ql2 = —0,0856 q l2,

= — <7(1,05 • 7)2—0,092 g 72= 0,046 4 72.
8

Ovi momenti ostaju nepromijenjeni bez obzira na širinu oslonca.
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Da bismo dobili stvarni tok momenata i usporedili ga s gornjim
rezultatima, uzmimo no'ač s b? konačno mnogo jednakih otvora i olonaca
(praktično s većim brojem jednakih otvora i oslonac). Rubni moment
dobijamo kori-teći se jednadžbom (80):

qp u2a-6(c-2f)
M =------------------------------- .

12 u(ua + 2g— 2h)

Za zadano opterećenje q i raspon 1 veličina ovog momenta ovisi o
nekoliko faktora: o popustljivo ti podloge, krutosti no ača i širini o lonaca.
Da bismo ove uticaje što jednostavnije uzeli obzir, stavimo u izraz (32) —

f Hv-£
slijedeće oznake:

v = n /,

E0 — rE

/ \ mir*

Isto tako unesimo ove zamjene i u izraz za z:

Nakon ovog dobijamo izraz za rubni moment u ovom obliku: 

gdje je:
M = —a q I2,

Da bi dobili ovisnost koeficijenata a o širini oslonca /, treba
usvojitii odnose r i n. Za r usvajamo veličinu r— 1, što odgovara slučaju
kad su nosač i oslonac od istog materijala, te r = ,0,25, Što odgovara
nosaču od prosječnog betona na os’oncima od pro"ječne opeke. Za n su
uzete vrijednosti od 0,05; 0,10 i 0,15, unutar kojih se praktično kreće
visina nosača.
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Kako se iz datih dijagrama vidi, rubni moment po svojoj vrijed­
nosti pada s porastom širine oslonca, i to tim više što je krutost nosača
veća, a modul elastičnosti oslonca manji.
Pošto je:

to znači da pozitivni moment u polju raste s porastom širine oslonca,
i to tim više što je podloga popustljivija, a nosač krući. Tako npr. za
r = 0,25 i 71 = 0,15, te za m = 0,5, dobija se iz dijagrama a = 0,0465, pa je:

Mmax = 0,0785 gl2,
a to je za 70% više od vrijednosti po propisima, dakle nastaje drastična
razlika.

Afmin dobijamo pomoću izraza (72) i (72)', iz kojih, nakon uvršta­

vanja 7’= — q\ i Af=—agi2, te odgovarajućih zamjena za 5 i z, izlazi:
2

Mmin=-Pgl2,
gdje je:

p =--------?-------  2 a (sin — cos h — + cos — sin h —4-
sinhz4-siaz \ 2 2 2 2/

4

Ovim izrazom dobijamo u slučaju kad on nastaje u sredini oslonca.
Ako to nije slučaj, onda je:

4
p =---------------- [— [sin hz sin x cos h sx—

sinhz + sinz [ 2 |y 3 r
—(cos hz + cos z) sin sx 4- sinz cos sx sin h 5x] 4-

+ a[(cos hz—cos z) sin sx cos h sx — (sin hz—sinz) sin sxsin 115x—
—(cos hz—cos z) cos sxsin hsx4-(sin hz4-sinz) cos sxcos h 5x]}.

gdje se sx dobija iz (17), odnosno (18), upotrebom konstanti:
4 

At= — cos hz 4-cosz) + 2 I/ j_r.sinhz,
2 y mn3

4 _____

Bt = — (cos hz 4-cos z) 4-2 / sjnr
2 |/ mii3 ’

4 _____

Cr = — (sin hz sinz) 4- 2 jLL (cos hz—cos z),

Dt = — (sin hz 4- sin z).
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Na slici 73. dati su dijagrami ovisnosti koeficijenata p o širini
oslonca, a za razne r-ove i n-ove.

Iz pokazanih dijagrama vidi se da Afmin s porastom širine oslonca
najprije raste, a nakon toga počne naglo padati. Ovaj porast ide sve dotle
dok Mmin nastaje u sredini oslonca pa njegova vrijednost može hiti veća
nogo ona prema propisima. Čim se mjesto gdje Mmin nastaje pomiče
prema rubu oslonca, vrijednost tog momenta naglo pada.

NAPOMENE

♦) Ovu postavku o proporcionalnosti ugiba i opterećenja formulisao je 1867. god.
E. Winkler. Njom su se koristili svi autori spomenuti u uvodu, koji su se bavili
ovim problemom. Kasnije je ova postavka bila podvrgnuta oštroj kritici, naročito
prilikom njezine primjene na rješavanje problema vezanih za prirodno tio, pa
su uvedene nove postavke bazirane na principima teorije elastičnosti. Ipak
Winklerova postavka nije mogla biti odbačena: prvo, što je matematički
najprostija, a drugo, što daje potpuno prihvatljive rezultate, koji su u nekim
područjima primjene čak i egzaktni.
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♦*) izrazi za ugibe i kutove zaokreta na rubovima nosača na elastičnoj podlozi u
ovom obliku su najpogodniji za dalje razvijanje potrebnih jednadžbi, jer svaka
od četiri statičke veličine: Tr, Tr, Mr, M'r, dolazi s jednim koeficijentom, koji
se iz tablica, za zadani slučaj, odmah može dobiti. Druge metode rješavaju ove
diferencijalne jednadžbe koje se u savremenoj literaturi mogu naći, a koje su
inače vrlo pogodne i spretne, ali nemaju naročitih preimućstava za ovaj slučaj.

***) Za momente uzimamo predznake uobičajene u nauci o čvrstoći, tj. pozitivni
moment izaziva konveksnost elastične linije prema dolje.

•*•*) Ukoliko ipak želimo uzeti u obzir uticaj pojedinačne sile P na osloncima,

prema slici, onda će za rub r desna strana jednadžbe (10) imati ovaj oblik:

^—2EIs~r l rarar_t^rp-2 E I .v'đr_, L>yr_Z)/,-vr/,],
gdje je:

Pr-l .
---------(smhz._/ cos.'.r_z vr_, C^hsr_,

£ £41 Cl r j

—sin zr-/ cc3sr_{ coshsr_l vr_{),

Pr , . .}’tn°--------s—(sin h zr coz sr ur cosh5> vT—smz. cosh.v. u. cos 5, >-),
2EIsrar

p
<?rp =-------— [sin h zr (sin sr ur cos h sr vr—cos sr ur sin h sr vr) +

2EIs~r ar

+ sin zr (sin h sr ur cos sr vr—coshsr uwr sinsr vr)].

**♦•*) Ovaj rezultat dobijamo i isključivo matematičkim razmatranjem. Diferencijama
jednadžba (1) je za ovaj slučaj nehomogena i glasi:

Ei^+kry-pr,
dx*

a njezino rješenje:

j> = 7o+7^1 gdje je — već iskorišteno opće rješenje homogene diferencijalne
kr

jednadžbe. Kad to uvrstimo u izraz za <p> dobijamo kako je napisano.
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Vrijednosti funkcija sinsx, cossx, sinhsx, coshsx sa sx od 0 do 5,0

sin cos sin Ii sx cos h sx

0,0 0,0000 0,000 0,0000 1,0000
0,1 0,0988 0,995 0,1002 1,0050
0,2 0,199 0,980 0,2013 1,0201
0,3 0,296 0,955 0,3045 1,0453
0,4 0,389 0,921 0,4107 1,0811
0,5 0,479 0,878 0,5211 1,1276
0,6 0,565 0,835 0,6366 1,1855
0,7 0.644 0,765 0,7586 1,3552
0,8 0,717 0,697 0,8881 1,3374
0,9 0,783 0,622 1,0265 1,4331
1 -3 0,841 0 540 1,1752 1,5431
1,1 0,891 0.454 1,3356 1,6685
1,2 0.932 0.362 1,5094 1,8107
1.3 0, 64 0,2 6-1 1,6984 1,9709
1,4 0,985 v.; / j 1,9043 2,1509
1,5 0.997 G.G/i 2,1293 2,3524

: 1,6 0,999 -0,029 2,3756 2,5775
1,7 0.992 — 0.129 2,6456 2,8283

| 1.8 0,974 — 0,227 2,9422 3,1075
1,9 0,946 — 0,324 3,2682 3,4177
2,0 0,909 — 0.416 3,627 3,762
2,1 0,863 — 0,505 4,022 4,144
2,2 0.809 — 0,589 4,457 4,568
2,3 0,746 — 0,666 4,937 5,037
2,4 0,675 — 0,737 5,466 5,557
2,5 0,598 — 0,801 6,050 6,132
2,6 0,516 — 0,857 6,695 6,769
2,7 0,427 — 0,904 7,406 7,473
2,8 0,335 — 0,942 8,192 8,253
2,9 0,239 — 0,971 9,060 9,115
3,0 0,141 — 0,990 10,018 10,068
3,1 0,042 — 0,999 11,076 11,122
3,2 — 0,058 — 0,998 12,246 12,287
3,3 — 0,158 — 0,987 13,538 13,575
3,4 — 0,256 — 0,967 14,965 14,999
3,5 — 0,351 — 0,936 16,543 16,573
3,6 — 0,443 — 0,897 18,285 18,313
3,7 — 0,530 — 0,848 20,211 20,236
3,8 — 0,612 — 0,791 22,339 22,362
3,9 — 0,688 — 0,726 24,691 24,711
4,0 — 0,757 — 0,654 26,290 27,308
4,1 — 0,818 — 0,575 30,162 30,178
4,2 — 0,872 — 0,490 33,336 33,351
4,3 — 0,916 — 0,401 36,843 36,857
4,4 — 0,952 — 0,307 40,719 40,732
4,5 — 0,978 — 0,211 45,003 45,014
4,6 — 0,994 — 0,112 49,737 49 747
4,7 — 0,999 — 0,012 54,969 54,978
4,8 — 0,996 — 0,088 60,751 60,759
4,9 — 0,982 — 0,187 67,141 67,149
5,0 — 0,959 — 0,284 74,203 74,210
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Vrijednost koeficijenata a, c, d, e, f g, h, i, j za z = st od 0 do 5,0

z a c d e f g h i j

0,0 0,000 0,000 0.000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,1 0,001 0,019 0,002 -0,001 0,010 0,200 0,200 0,010 0,010
0,2 0,001 0,079 0,010 -0,006 0,040 0,400 0,400 0,040 0,040
0,3 0,005 0,180 0,035 — 0,018 0,090 0,601 0,600 0,088 0,093
0,4 0,017 0,320 0.086 -0,042 0,160 0,802 0,800 0,151 0,168
0,5 0,041 0,501 0,157 -0,083 0,250 0,999 0,997 0,229 0,271
0,6 0,086 0,723 0,289 -0,144 0,360 1,221 1,196 0,319 0,405
0,7 OJ 60 0,990 0,459 -0,227 0,489 1,445 1,389 0,414 0,575
0,8 0,274 1,303 0,687 -0,340 0,637 1,687 1,578 0,514 0,788
0,9 0,440 1,666 0,984 -0,483 0,804 1,958 1,661 0,613 1,053

‘ 1,0 0,673 2.087 1,359 — 0,663 0,988 2,267 1,933 0,707 1,380
! l,i 0,989 2,577 1,823 -0,879 1,190 2,633 2.093 0,794 1,783
J I ? 1,408 3,144 2,396 -1,142 i ,406 3,070 2,234 0,868 2,277
i 1,3 1,954 3,812 3,089 — 1,445 1,637 3,605 2,355 0,929 2,883
> 1,4 2,555 4,595 3,928 -1,795 1,875 4,262 2,443 3,970 3,625
f 1,5 3,513 S/TOi 4,936 -2.19-1 2 123 5 078 2,496 0,994 4,507
i 1,6 4 645 6,644 6,152 — 2,645 2,375 5,094 2,607 0,999 5,645

1,7 6,018 7.984 /,6i 1 -3,146 2,625 7,355 2,464 0,983 7,001
1,8 7,707 9,603 9,362 — 3,694 2,866 8.920 2.358 0,948 8,655
1,9 9,785 11,57 11,48 — 4,292 3,092 10,85 2,174 0,895 10,68
2,0 12,33 13,98 14,02 -4,929 3,297 13,27 1.911 0,826 13,15
2,1 15,43 16,92 17,10 -5,607 3,471 16,23 1,545 0,745 16,18
2,2 19,21 20,52 20,84 — 6,321 3,606 19,88 1,071 0,654 19,86
2,3 24,82 24,93 25,36 -7,046 3,683 24,37 0,470 0,557 24,37
2,4 29,42 30,33 30,87 — 7,779 3,690 29,88 -0,277 0,456 29,88
2,5 36,24 36,96 37,58 -8,513 3,618 36,66 -1,179 0,358 36,60
2,6 44,56 45,09 45,76 -9 231 3,455 44,88 -2,245 0,266 44,82
2,7 54,67 55,03 55,73 -9,886 3,162 54,96 — 3,504 0,182 54,85
2,8 66,99 67,22 67,92 -10,48 2,744 67,29 -4,952 0,112 67,11
2,9 82,03 82,14 82,81 — 10,97 2,165 82,35 — 6,619 0,057 82,08
3,0 100,3 100,4 101,0 — 11,34 1,413 100,7 -8,498 0,020 100,4
3,1 122,7 122,7 123,2 — 11,54 0,465 123,1 -10,61 0,002 122,7
3,2 150,0 150,0 150,4 -11,51 — 0,710 150,5 — 12,93 0,003 150 0
3,3 183,3 183,3 183,6 -11,22 — 2,139 183,9 -15,51 0,025 182,3
3,4 223,9 224,0 224,2 — 10,63 — 3,831 224,7 -18,31 0,065 223,9
3,5 273,6 273,8 273,8 + 9,667 — 5,807 274,5 -21,30 0,123 273,7
3,6 334,1 334,5 336,5 8,289 — 8,100 337,3 —24,52 0,196 334,3
3,7 408,2 408,8 408,5 6,414 -10,71 409,4 —27,86 0,281 408,5
3,8 498,7 499,4 499,1 4,062 — 13,67 500,0 — 31.28 0,375 499,0
3,9 609,2 610,1 609,6 1,172 -16,99 610,6 — 35,17 0,473 609,6
4,0 744,2 745,3 744,7 2,824 —20,66 745,7 — 38,52 0,573 744,7
4,1 909,1 910,4 909,8 7,343 —24,67 910,7 -42,03 0,669 909,7
4,2 1110,5 1112,0 1111,4 12,75 -29,07 1112,2 —45,42 0,760 1111,3
4,3 1356,6 1358,2 1357,6 18,99 -33,86 1358,3 -48,54 0,839 1357,4
4,4 1657,1 1658,9 1658,3 26,28 -38,76 1658,9 -51,28 0,906 1658,0
4,5 2024,3 2026,2 2025,6 34,53 —44,01 2026,0 — 53,52 0,956 2025,3
4,6 2472,8 2474,8 2474,2 42,88 -49,44 2474,4 -55,02 0,987 2473,8
4,7 3020,6 3022,6 3022,1 54,32 -54,97 3022,1 -55,64 0,979 3021,6
4,8 3689,7 3691,7 3691,3 65,86 — 60,51 3691,1 -55,17 0,993 3690,7
4,9 4506,9 4508,9 4508,6 78,49 -65,93 4508,3 — 53,38 0,965 4507,9
5,0 5505,2 5507,0 5506,9 92,24 —71,16 5506,3 -50,09 0,919 5506,1
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Vrijednosti tghsx za sx=O do sx-=5,0

S X 0 ■ 2 3 4 6 7 8 9

0,0 00000 00100 00200 00300 00400 00500 00599 00699 00798 00898
0,1 00997 01096 01194 01293 01391 01489 01587 01684 01781 01878
0,2 01974 02070 02165 02260 02355 02449 02543 02636 02729 02821
0,3 02913 03004 03095 03185 03275 03364 03452 03540 03627 03714
0,4 03800 03885 03969 04053 04136 04219 04301 04382 04462 04542
0,5 04621 04700 04777 04854 04930 05005 05080 05154 05227 05299
0,6 05370 05441 05511 05581 05649 05717 05784 05850 05915 05980
0,7 06044 06107 06169 06231 06291 06352 06411 06469 06527 06584
0,8 06640 06696 06751 06805 06858 06911 06963 07014 07064 07114
0.9 07163 07211 07259 07306 07352 07398 07443 07487 07531 07574
1.0 07616 07658 07699 07739 07779 07818 07857 07895 07932 07969
1,1 08005 08041 08076 08110 08144 08178 08210 08243 08275 08356
1,2 08337 08367 08397 08426 08455 08483 08511 08538 08565 08591
1,3 08617 08643 08668 08793 08717 08741 08764 08787 08810 08832
1,4 08854 03875 08896 08917 08937 08957 08977 08996 09015 09033
j 5 09052 09069 09087 09104 09121 09138 09154 09170 09186 09202
1,6 09217 09232 09246 09261 09275 09289 09302 09316 09329 09340
1,7 09354 09367 09379 0939! 09402 09414 09425 09436 09447 09458
1.3 09468 09478 09488 09498 09508 09518 09527 09536 09549 09554
1,9 09562 09571 09579 09587 09595 09603 09611 09619 09626 09633
2.0 09640 09647 09654 09661 09568 09674 09680 09687 09693 09699
? i 09705 097 50 09716 09722 09727 09732 09738 09743 09748 09753

i 2 2 09757 09762 09767 09771 09776 09780 09785 09789 09793 09797
2,3 09801 09805 09809 09812 09816 09820 09823 09827 09830 09834
2,4 09837 09840 09843 09846 09849 09852 09855 09858 08861 09863
2.5 09866 09869 09871 09874 09876 09879 09881 09884 09886 09888
2,6 09890 09892 09895 09897 09899 09901 09903 09905 09906 09908
2,7 09910 09912 09914 09915 09917 09919 09920 09922 09923 09925
2,8 09926 09928 09929 09931 09932 09933 09935 09936 09937 09938
2,9 09940 09941 09942 09943 09944 09945 09946 09947 09949 09950
3,0 09951 09959 09967 09973 09978 09982 09985 09988 09990 09992
4,0
5,0

09993
09999

09995 09996 09996 09997 09998 09998 09998 09999 09999

Vrijednosti tgsx za sx = O do sx=J,6

sx 0 ■ 2 3 ‘ 4 5 6 7 8 9

0,0 0,0000 0,0100 0,0200 0,0300 0,0400 0,0500 0,0601 0,0701 0,0802 0,0902
0,1 0,1003 0,1105 0,1206 0,1307 0,1409 0'1511 0,1614 0,1717 0,1820 0,1923
0,2 0,2027 0,2131 0,2236 0,2341 0,2447 0,2553 0,2660 0,2768 0,2876 0,2984
0,3 0,3093 0,3203 0,3314 0,3425 0,3537 0,3650 0,3764 0,3879 0,3994 0,4111
0,4 0,4228 0,4346 0,4466 0,4586 0,4708 0,4831 0,4955 0,5080 0,5206 0,5334
0,5 0,5463 0,5594 0,5726 0,5859 0,5994 0,6131 0,6270 0,6410 0,6552 0,6696
0,6 0,6841 0,6989 0,7139 0,7291 0,7445 0,7602 0,7761 0,7923 0,8087 0,8253
0,7 0,8423 0,8595 0,8771 0,8949 0,9131 0,9316 0,9505 0,9697 0,9893 1,0092
0,8 1,0296 1,0505 1,0717 1,0934 1,1156 1,1383 1,1616 1,1853 1,2097 1,2346
0,9 1,2602 1,2864 1,3133 1,3409 1,3692 1,3984 1,4284 1,4592 1,4910 1,5237
1,0 1,5574 1,5922 1,6281 1,6652 1,7036 1,7433 1,7844 1,8270 1,8712 1,9171
1,1 1,9648 2,0143 2,0670 2,1198 2,1759 2,2345 2,2958 2,3600 2,4273 2,4979
1,2 2,5722 2,6503 2,7328 2,8198 2,9119 3,0096 3,1133 3,2236 3,3413 3,4672
1,3 3,6021 3,7471 3,9033 4,0723 4,2556 4,4552 4,6734 4,9131 5,1774 5,4707
1,4 5,7979 6,1654 6,5811 7,0555 7,6018 8,2381 8,9836 9,8874 10,983 12,350
1,5
1,6

14,101
— 34,233

16,428 19,670 24,498 32,461 48,078 92,621 1255,8 -108,65 -52,067
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VJEKOSLAV MARENDIĆ

CALCUL DE La POUTRE CONTINUE SUR APPUIS LARGES
ELAST’QUES
R e s u m e

La statique des poutres consiđere ies appuis comme etant des points.
Ces appuis par points se realiscrit, G-ms certains cas, par l’application
des coips speci?.ux tandis que l'et.d de tension dans ces poutres est defini
par le calcul des valeurs des grandcurs statiques (poutres de ponts
a longue portee, ctc.).

En pratique, les poutres sont appuyees sur des supports (colonnes,
murs) qui ont une largeur plus ou moins grande. Lorsque cettc largeur
est petite, c’est a dirc lorsque la largeur d’appui est petite par rapport
a la travee, on peut appliquer les resultats obtenus dans l'hypothčse
des appuis par points. En augmetant cette largeur d'appuis, les gran-
deurs statiques different de plus en plus de celles obtenues en mettant
en valeur l'hypothese des appuis par points. La consequence en est que
les resultats obtenus dans ce dernier cas deviennent completement inuti-
lisables. Dans la pratique on traite, en general, ces poutres en determinant
les valeurs statiques par experience et par intuition et en utilisant des
coefficients varies. II n'est pas rare de constater par la suite dans de
telles poutres des defauts qui sont dus A l’estimation erronee des
grandeurs statiques.

Le probleme des poutres & larges appuis n’a pas ete traite a fond
dans les ouvrages fpecialisćs. Autant que l’auteur de cet ouvrage a pu
le constater, le premier qui s’en est occupe en 1912 a ete H. Mare us.
II a etudie la poutre & une travee, avec un et deux appuis larges. En
soulignant q’il est impossible de prezenter une methode generale pour
la solution de ce problčme, ii developpe dans chaque cas particulier des
equations differentielle, pour la partie de la poutre se' trouvant sur
l'appui, ainsi que pour la partie situee entre les appuis.

En 1921. K. Hayashi traite le probleme d’une poutre symetrique
& une travee sur deux larges appuis et soumise symetriquement A une
force s’exer?ant cn son milieu.

M. Hetenyi donne egalement une solution pour une poutre
symetrique sur deux appuis, soumise symetriquement A une force s’exer?ant
en son milieu et A une eharge uniformement rćpartie sur la longeur
de la travee.
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K. Jager traite le probleme d'une poutre dont Je nombre des
appuis est infini, coumise a des charges egales et symetriques sur
chaque travee.

Comme on peut le constater tous ces auteurs offrent des Solutions
pour ceriain'. cas parliculiers.

Le present ouvrage offre une solution generale pour une poutre
continue aux appuis larges, par l’introduction de l’equation des six moments
qui permet le calcul dc n’importe quelle poutre a charge arbitaire. Cette
equation peut etre etablie pour chaque bord d’appui et on tire 2n —2
equation; grace auxquelles nous pouvons calculer les moments inconnus
au bord des appuis.

L'hvpothese ćmise par Winklcr cn 1867. a servi de base A ce
calcul. Elle a ete utilisec par tous les auteurs mentionnees. C'est l’hypo-
these de la proport’onnalite des fleches et des charges. Ulterieurement
cette hypothese a ete soumise a une critiauc severe, surtout dans les
cas de son Application aux probiemos iie- au sol naturel, et c’est pour
ćela qu’on a fali intervcnir des houvcDćs considerations basees sur les
principe.; de la theorie de l'ćlasticite. Cependant Ja supposhion de Winkler
n'a pas pu etre rcjetee, car elle est. d’une pari, la plus simple du point
dc vue mathćmaliqu? et, d’au-re part. elle donne des rćsultats tout a fait
acceptables, qui. dans certains domaines dc gon application, sont meme
exacts. Pour facililer la formuiation numeriquc des equations necessaires
et pour utiliser plus aisement les differentes expressions et formules des
tables speciales ont ete elaborees, donnant les valeurs des fonctions les
plus utilisecs. Pour une poutre continue a travees multiples, avec charge
uniforme, des diagrammes ont ete con?us de tclle fagon qu’on peut y
trouver directemeni les valeur de tous les moments, ce qui est d'une
grandc importance pour l’application pratique.
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