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SUR CERTAINES SUITES ITERĆES
L’objet de ce travail est l’etude des suites definies par x<p (z, i) =■

= + 1,2,...) oii {A-(r)} (y -0,1,2,...)
est une suite de fonctions reelles d’une variable reelle t et particuli-
fcrement des suites Z)}, fv(t) etant des fonctions croissantes,
ev =± 1 (v = 0,1,2,..Plusieurs auteurs1) ont dćjh etudid un cas
special de ces suites oii fv(Z) = y2+Z(v = 0,l,2,...) qui a servi de
point de dćpart £ ce travail. D’autres cas particuliers ont ete etudies
ćgalement mais avec des buts tout a fait diffdrents et par des methodes
differentes de celle employde dans ce travail, a savoir les fractions
continues rdelles d’une part et le developpement des fonctions en
sšries suivant le systbme des fonctions orthogonales de Rademacher2)
d’autre part, ce dernier probleme se deduisant de la suite {x<p(z, Z)J
pour fyr(t) = cv+t par un changement des fonctions orthogonales de
Rademacher i]v(v = 0,1,2,...) defini par qv- -Eoe1...ev.

La solution du probleme de ce travail est etroitement liče h
celle du systeme d’ćquations fonctionnelles (2z)]=gVL(z) et
particulierementhla solution de l’čquationfonctionnelle f[g(2z)] -g(z)
qui dans certains cas (p. ex. dans le cas de la monotonie croissante
de f(ty) se ramene a l’equation fonctionnelle de Schroder ou a celle
d’AfoZ’).

Dans la premjere partie de ce travail on etudie en principe les
proprietes de la suite {xn(W(z, Z)} lorsque les fv(Z) sont croissantes;

voici les resultats les plus importants:

’) Paul Wiernsberger, Sur les polynomes rćguliers et les radicaux carr^s
superposćs. J. r. und ang. Math., 130 (1905), p. 144—152. C. R. Pariš 137 (1903),
p. 1233—1234; 138 (1904) p. 1401—1403, — H. Lebesque, Sur certaines expres-
sions irrationnelles illimitćes. Buli. Calcutta Math. Soc. 29, p. 17—28 — G. Polya
und G. Szego, Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis I, 1925, Aufgaben
183—185, p. 33.

2) Hans Rademacher, Einige Satze iiber Reihen von allgemeinen Ortho-
gonalfunktlonen. Math. Ann. 87 (1922), p. 130—138. — S. Kaczmarz et H. Stein-
haus, Le systčme orthogonal de M. Rademacher, Studla math., 2(1930), p. 231—247.

3) E. Picard, Le?ons sur quelques đquations fonctionnelles, Pariš, 1928, p. 155.



1) La suite est convergente presque pour toutes les valeurs de
s(0<z<2);

2) La fonction limite est decroissante;
3) Entre la suite des fonctions limites ^(z, 0) et la suite des

fonctions fy(t) ii existe une correspondance biunivoque.
En outre on prouve l’existence des suites des fonctions fy(f)

beaucoup plus generales dont la suite {x^(z, £)} correspondante est
convergente.

On donne ensuite quelques criteriums pour que la fonction
limite %(z, 0) de la suite {xn(z, 0)} correspondant a fv(x) = f(x)
(v = 0, 1,2,...) soit continue dans l’intervalle ferme <0, 2> dans le
cas oii f(x) est continue et strictement croissante. Les rćsultats
obtenus sont appliques a la suite {x„ (z, 0)} correspondant a la fonction

m  m
f(x) = a\a + x / ]f2a (m>0, a>0) qui reprćsente une generalisation
du probleme dćja citć1).

Dans la deuxieme partie on ćtablit la liaison qui existe entre
la fonction limite %(z, 0) de la suite {xn^(z, 0)) correspondant a la
suite fy(f) = f(t) (v = 0, 1,2,...) dans le cas de la continuite et la
monotonie stricte de %(z, 0) avec les iterees continues de f(f) et on
donne la formule qui permet de calculer, dans ce cas, la fonction
limite g(z, 0) au moyen de l’itćree continue convenable, toutes les
iterees continues pouvant toujours etre calculćes* 4). Cependant, la
solution de ce probleme se heurte a une grave difficultć, parče que
ie choix de l’iteree continue convenable, dans le cas oii elle existe,
parmi une infinite d’autres est en general tres difficile.

Les resultats cites ont ete dćja l’objet de trois notes5), mais ici
ils sont exposes sous une forme plus precise et plus generale.

I.

1. Soit fy(x) (-Ay^.x^.+Ay-, v = 0,l,2,...) une suite de
fonctions telles que

(1) fv(x)>0; fv(x1X/’v.fx2) (x, <x2); fv(/lv)</lv!Z7 (v = 1,2,...)

Av ćtant des constantes positives. A tout nombre p.-0, 1,2,... et &
tout nombre z du segment /=-<0, 2> represente dans le systeme
binaire par ?■= d0, dx d2..., correspond une suite unique

(2) xW(2r,f) = eof11{eI/j1+1[...(evf)1 + v(O)...]} (v = 0, 1, 2„ ..; /-0)

Morgan Ward and F. B. Fuller, The continuous iteration of real functi-
ons. Buli. Amer. Math. Soc., 42, 1936, p. 393—396.

5) M. Bajraktarevlć, Sur certaines suites itćrćes. C. R. Pariš, 236 (1953), p.
881-883, 988-989, 1125-1127.
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(3) ev = J- (v-0, 1,2,...; rf-,-0),

en admettant que les deux suites (2) qui correspondent au nombre
z = p!2q (p et q entiers, 0<p<2’+1, ne constituent qu’un
ćlement de l’ensemble des suites (2).

On voit facilement que le systčme d’equations (3) est ćquivalent
au systeme
(4) 2dv = 1 -EoSj...ev (v = 0, 1, 2,...).

La suite (2) a les proprietes suivantes:

A. Pour chaque valeur de z&I elle a tout au plus deux points
d’accumulation ^(z, 0) etfp.(z, 0), |p(z, 0)<|p(z, 0).

B. Si z et z sont deux points de I et si 0) < |p(z, 0), aucun

de ses termes ne se trouve dans l’intervalle6) [ferme] {|ji(z, 0), |p(z, 0)}
sauf le terme x j(^, 0) pour z = z=p!2q.

C. %p(z, 0) et %p(z, 0) sont [strictement] decroissantes:

^4p—i^ujp^|p(z, 0)^|p(2> 0) i^jBp(^»0)^&»(^,0)>-o,p>~^p-i

(z<F)

(5) a)p = lim/‘p{/"1i;4-i[.. ,(/‘!i4.v(0))...]} (v->oc).

D. |p(z, 0) et |p(z, 0) tendent vers šp(z, 0) si z f z (0< z<12)

et vers |p(z, 0) pour z ±z (0^.z<2).

E. |P(z, 0) + |p.(2-z, 0)-0 (0<z<2).

F. Pour tout x de l’intervalle %p+i(z, 0)<x<||i + i(z, 0), la
fonction fp (x) peut etre remplacee par une fonction quelconque sans
rien changer & la suite (2).

G. 1) Pour que lp(z, 0) soit continue dans I {alors |p(z, 0) =
- ip(z, 0)}, ii faut qu’on ait fp(- Ap) => fp (- cop. 4-1) - 0 [fP+q (- ^p+g) =
= 0 = fp + g (_(UP+? + l) (<7 = 0- b 2,...)].

2) Pour que lp (z, 0) soit continue dans /, les A-(x) etant
continues et strictement croissantes, ii faut que l’on ait

^p + ? (“■'4p + ?) = 0» ^p + ? + i (^p + g + i) =-^p + 9 (<7 = 0> b 2,...).
3) [Si fv 0 (v = 0, 1, 2,...), les points de discontinuite

de (z, 0) et |p (z, 0) sont partout denses dans /j.
4) [S’il existe un seul point z e I tel que (z, 0) < |p (z, 0)

pour chaque valeur de p.>/V, les points de discontinuite de |p (z,0)
et |p (z, 0) (p. = 0, 1, 2,...) sont partout denses dans fj.

0) Les remarques qui se rattachent & l’hypothčse de monotonie strlcte
des fv (a:) sont mises entre les crochets [...].
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Dćmonstration. Pour demontrer ces proprietds nous allons d’abord
exposer quelques faits qui sont faciles a dćmontrer.

a. La fonction (z, f) consideree comme fonction unique-
ment de t est [strictement] croissante ou [strictement] dčcroissante
sur le segment < - +744-V > suivant que e0...ev = +l ou -1.

II faut d’abord demontrer que cette fonction est bien dćfinie
sur ce segment. En effet, lorsque t parcourt ce segment, la fonction
EV/p + v (f) varie entre -zlp + v-i et +y4p + v-i de sorte que la
fonction ev_i 4+v-i [Evf}! + v(r)] est bien ddfinie elle aussi, ses
valeurs se trouvant sur le segment/-Ju4.v_2, + JP4-v-2 >. En
diminuant l’indice v toujours d’une unite, en conclut que la fonction

(z> 0 est vraiment definie sur le segment considere. En passant
de l’indice v a v+1, cette fonction change la nature de la monotonie
seulement si ev4-i=-1 et comme x^ (z, t) est [strictement] crois­
sante ou decroissante suivant que e0 est egale a +1 ou -1, la
propriete citee est demontrće.

b. La suite 4« (0,0) = 4 {4+ j [... (4  v (0))...]} (v = 0,1,2,...)
est [strictement] croissante et converge vers une valeur
(ix=l, 2,...), a>0 = J_i.

c. Si eV4-2=1 (v = 0, 1, 2,...), le terme x^t (z, 0) se trouve
dans l’intervalle ferme [ouvert] dont les bornes sont (z, 0) et

(z, 0).
En effet, 4 + V4-2 (0)^0 et

4+v + i (4 +V4-2 (0)) > 4 + v + i (°)>°

de sorte que ev+1 4+v4-i (0) se trouve dans l’intervalle ferme
[ouvert] dont les bornes sont 0 et eV4-i 4 + v + i (4 + v + 2 (0)).
La fonction x&> (z, t) ćtant [strictement] monotone, J (z, 0) =
= (z> ev + l 4 + v+ 1 (0)) se trouve dans l’intervalle ferme [ouvert]
dont les bornes sont x^ (z, 0) et 2 0).

d. Si ev4-2= -1, le terme 2 (z, 0) se trouve dans l’intervalle
ferme [ouvert] dont les bornes sont ćgales b xty> (z, 0) et t (z, 0 .

La dćmonstration est analogne & celle de c.

e. (z> (z, 0) Pour EoE^.. ev+i- +1,
xjw 1 (z, 0) (z, 0) pour eoex... ev4.i = - 1,
(z = 0, 1, 2,...; v = 0, 1, 2...).

[Si 4 (■*> sont strictement monotones, les inegalites pures y
sont seules valables].

En effet, l’argument ^=ev4-i 4 + v + i {...[£%•+/ 4 + v-M(°)1-•
est constamment ^0 [>0] ou constamment «C0 [<0J. La dćmon-
stration decoule maintenant immediatement de la monotonie [stricte]
de 4« (z, t).

6



[Le fait que fP +v + i {ev+2 /p + v + 2 [...(ev + f + v+ t (01)...]} > 0
dans le cas de la monotoni j stricte de fv (x), se dćmontre de proche
en proche. De l’inegalite 0</]i4-v + /(0 < Ap. + v4.z- 1 on conclut
l’inegalite Ocfp + v + z-1 [ev + z /"p + v + z (0)] < /lti + v + z-2> etc.].

f. Pour deduire de ces proprietes la nature de (2) ii faut distinguer
deux cas di fćrents.

Premier cas. Si z n/2’, la suite (2) consiste en deux suites
partielles l’une [strictement] croissante, l'autre [strictement] decrois-
sante. Ses termes peuvent etre groupes en groupes de la forme (en
ecrivant, pour pius de simplicite, au lieu de (z, 0)):

(o) x\~l> xxk> •%+*’ *x* + i-2 (A~u>

X* etant definis par

e, = -1 pour i = \k '
(7)

ez = +1 pour 
(z>0; A = 0, 1, 2,. +!; Xo > 0)

{avec les remarques:.l) si Xo > 1, les groupes (6) sont precćdes par
le groupe des termes x« (z, 0) (v = 0, 1, 2,..., X0-2) qui appartient
a la premiere suite partielle; 2) si Xo = 0, X1>1, le groupe (6) pour
A = 0 commence par le terme x<w (z, 0); 3) si Xo = 0, X1 = l, ii faut
mettre k=l, 2,...}, de sorte que chaque groupe pour k impair
appartient a la premiere suite partielle et pour chaque k pair a la
deuxieme suite partielle. II peut arriver, le cas de la monotonie stricte
des (x) excepte, que pour une valeur de k on a Xx^_2 = *^_i >

mais dans ce cas on a xjW = x{^)_2 (v^X*) egalement, ce qui signifie

que x^k-2 est la limite de (2).

Deuxieme cas. z=p/2?. Le nombre z possede deux formes dans
le systeme binaire que nous designerons dans la suite par

z" = d0, dt. ..dq _] 0T * d0, dl...dq-\ 0111...,

z' = d0, d1...dq 1 10 = d0, dj.. dq_\ 1000....

Les suites correspondantes (3) ont la forme 

(8) e0,..., e?_i, ±Eg, e9 + i=-1, Eg + /=+l (.1-2, 3,...) avec
£oei • • • &q = +1

et different seulement par le terme d’indice q, le signe „ + “ corres-
pondant & z". A chacune de ces suites correspond une suite (2)
convergente {parče que, d’apres b., on a

lim /■<,+!+!!(... (4+g+z(0))...) = lim (0,0) = cDp+9+1<A)1+g}
V->OO V_>OO
dont la premiere est [strictement] dćcroissante, la seconde [stricte-
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e0... e9 = + 1.

ment] croissante, abstraction faite des termes r'« (z, 0) (i<q). Leurs
valeurs limites sont donnees par

& & 0) = Bp (z", 0) =

= XJ-1 tZ’ eq ?P+q ( ~ “n + g + l+0)) 1 (z> 0)
(9)

> (z, 0) = ^ (z', 0) =
”*9(l2 1 (z, - E9 4+g (-<U)1+g+i + 0)) <I (z, 0)

En supposant que ces deux suites fassent deux suites partielles
d’une seule suite consistant uniquement en termes de ces deux suites,

(z, 0) et |p (z, 0) representent•la limite superieure et la limite
infćrieure de cette suite, lesquelles sont ses points uniques d’accu-
mulation.

De tout ce qui precede ii decoule la demonstration de A.

g. La demonstration de B. pour z = z decoule immediatement
de ce qu’on a dit dans f.

Supposons que z = d0, d1d2... <z = d0, d^... . Dans ce cas ii
existe toujours un entier n>0 tel que dv = dv (v =• 0, 1,..., ri),
dn + i-=0, rf„ + i = l de sorte que, d’apres (4), e0... en+ J = +1, ce qui
signifie, d’apres e., que

(10) xn(w,(z, 0)>4«(z,0) = ^>(£;0)>rn(M/(ž,0) (7=1,2,...)

c’est-a-dire 

(10a) (z, 0) > [ou>] (z, 0) (7=1, 2,...).

Si les nombres z et z (ou un seul) sont de la forme p/2«, ii faut
mettre z = z', z = z".

De la meme fa?on on demontre l’inegalite

(10b) x^t (z, 0)<[ou <]>(?, 0) (7=1, 2,...)

dans le cas z > z (respectivement z = z" > z = z' si z et z ont la forme
p!2q). Ainsi, tenant compte des resultats obtenus dans f., B. est
completement demontree.

h. Pour i-*oc on tire de (10a) et (10b)

|p (z, 0) (ž, 0) (z<ž), lp (z. 0)<|p (ž, 0) (z > z)

d’ou, d’apres b., dćcoule C. sous l’hypothese de la monotonie ordi-
naire des fv (x).

Pour demontrer C. sous l’hypothese de la monotonie stricte
des fv (x), ii est nćcessaire de distinguer deux cas, suivant que parmi
les chiffres dv (v = /z + 2, n + 3,.. .)7) de z ii y en a un ćgal š 0 ou non.

7) La definitlon de n est donnde dans g.
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Premier cas. dn + l = 0 pour un z^>2. Alors e0... en + /= +1
ce qui signifie, d’apres e., (10) et (10a), que

(z, 0) > (z, 0) > (z, 0) = xW (ž, 0)>fp (z, 0)

(v=z, i+1,. •.)
d’oii l’on tire, pour v -> oo, lp (z, 0) > (z, 0).

Au contraire^ si 4 + z=l (z = 2, 3,...), alors ii existe toujours
un j^>2 tel que dn+J^\ (autrement on aurait z = z), de-sorte qu’on
a, d’apres e., (10) et 10 b),

fz, 0) < x^j_x (F,0)<x<w (7, 0) = 4« (z, 0)<|p (z, 0)

(v=h J + L- • •)>

d’oii l’on tire, pour v-»oc, (z, 0) < (z, 0).

i. En conservant la signification (7) des X* (A = 0, 1, 2,...),
les chiffres d’un nombre z quelconque z = d0, did2... du systeme
binaire pouvent etre groupćs en groupes de la forme

4a-i. d^k, dXjt + 1, ..., dXjt+1-2

avec 4 1 = 2-’-[l-(-in ^ + z = 2-’.[l+(-lH (z = 0, 1,...,

X* + i-X*-2) et di =0 (z-0, 1,..X0-2 pour Xo > 1) ou les groupes
pour k pair (impair) correspondent aux groupes des termes de la
suite partielle decroissante (croissante) de la suite (2).

Pour chaque nombre z<z=.d0, dYd2..., z ćtant determinć, ii
existe le plus petit nombre n tel que dv = (v = 0, 1 n),
4 + i = 0, 4 + 1 = 1, dv(v>n + l) pouvant etre choisis arbitrairement.
Alors z est un nombre quelconque du segment_<z„, f«+_i> £v
indiquant les valeurs approchćes successives de z, zv = d0, di...dv
(v = 0, 1, 2,...). Si l’on donne a n successivement les valeurs
N, N+\y N+2,..., le nombre z dćcrit un certain voisinage gauche
du point z. Le nombre n, d’apres sa dćfinition, ne peut prendre que
les valeurs /z = Xjt + z—1 (7 = 0, 1,..., X*+i-X*-l; k = 0, 2, 4,...).
Pour un tel zz, d’ailleurs quelconque, on a e0... en +i=+l (4)
(ez correspondant au nombre z) et, d’apres e., (z, 0) x^(z, 0) =
= x(nM (z, 0) (j=0, 1, 2,...) ce qui veut dire que tous les termes
Zn'+j (z> (/=1,2,...), d’aprbs f., sont compris entre deux termes
successifs d’un meme grojtpe de termes de la suite partielle decrois­
sante de la suite (z, 0) (v = 0, 1, 2,...) (pour z = l, 2
X*+i-X*-l) ou entre le dernier terme d’un tel groupe et le premier
terme du groupe suivant analogue (pour z = 0). Autrement dit, (z, 0)
(/•=!, 2,...) est toujours compris entre deux termes successifs de
la suite partielle dćcroissante de la suite (z, 0) (v = 0, l, 2,...).
Du fait que cette suite converge en decroissant vers (z, 0), on 
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conclut que pour chaque e > 0 on peut trouver un nombre N (e)
tel que

Oi |ptz, 0)<e \n>N (e);

Dans tout ce qui precede ii etait sous^ntendu que la limite
|p (2, 0) existait. Mais, ii est evident que, si |p (2, 0)= - oo, on a
egalement lim |p iz, 0) - lim |p z. 0) |p (2, 0)= - oo.

z t 2 z f 2 ~
Ainsi la premjere partie de D est dćmontree. Cumme on peut

demontrer la deuxieme parne d’une maniere analogue, D. est
demontree entierement On a aussi li n lp z, 0) = lim |p (z, 0j= + oo
si |p (0, 0) = +oo. z4'° **°

j. Pour demontrer E. nous allons nous servir du fait suivant:
Pour que les detx-uitis {ez} et {e,} i- ,1 2,.. i ifferent seulement
par le terme d’indke 0. ii faut et ii suffit qu’enire les nombres
correspondants z et z i existe 1< relation z + z = 2 avec z = z", z = z'
ou z = z', z z" >i z r/29' Alors pour v haque paire de nombres z
et z iz + z - 2, z e /> on a h rel.tion (z, ())=■ (z, 0)
(v = 0, 1, . d’oii, pour v ♦ «., E. sud imme liatement.

La propriete F. seta de ■ o itree un peu plus tard (voir p. 14).

k. Soit |p (z, 0 |p z 0 ■ e /).
D’apres (9 , on a |p ( 0 Zp [-cop +1 + 0] = -fp [ <Dp + i + 0]“

= |p (1. 0) d’oii l’< n lire d’a or - fp [ a'p + 1 + 0] 0, puis d’aprbs (1)
fp ( -aip _i) = 0, et ei suit , d’ pre^ 1 • cl b., fp { /lp i 0.

Si les fv ix) sont strictem nt croissantes on a d’apres (9) pour
z = 0/2’

Xq^. I [Z> eq ?V- + q ( - tCP+ 9 + 1 * *0] qM ) [z> - Rq ?P- + q (~ wP- + q + 1 + 0)

(Eo . E?= -li

d'oii l’on tire d’abord fp.+q cop + ? + 1 + 0) = 0, puisfp+9(- cop+g+1) = 0,
et apres fp.+q (-/lp + g) 0 (u 0, i, l,...). De ces deux equations
on tire l’equation ajp + g + 1 = z4p+g (7 = 0, 1, 2, .). G 1) est ainsi
demontree.

La demonstration de G 2 dć.oule de celle de G. 1).
En effet, la derniere eg lite, pouvant etre ecrite sous la forme
fp + ? + i (a)p + q + 2-0) - 4p+g. grace a la coniinuite de fp + ^ + i (x),
et tcnant compte d\lle meme en y mettant q+ I a la place de q,
dcvient /’p + g+i (/lp + g + i) = ?lp*? (o = n, I, 2 ...).

Pour demontrer G. 3) ii suffit di prouvir que |p (z, 0)>|p (z, 0)
pour chaque z pl2q bn effet. de l’inegalite - iv^-cov + i, tenant
compte de toutes les h\p thes s faites sur fv ixj, »n tire l’inćg .lite
° < 4+9 p + g + i-0) laqueli. avec 9 dnele resultat.
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Soit maintenant z = d0, d^... le point pour lequel, d’apres
I’hypothese, J[p (z, 0) < £p (z, 0) (]i> 7V). Soient zr et z2 (0^z1<z2^2)

les bornes d’un segment quelconque qui ne contient pas z. On petit
toujours choisir les nombres: k>N, d0, dly..., dk-i tels que
z-<; + 2-k z-d0, d^... ($ = d0, dt...dk-\) soit un point du segment
<^» z2>. 

Le point z est un poin£de discontinuite pour |p (z, 0) et gp (z, 0).
En_effet, si {ez} et {ez} designent les suites (3) correspondant

a z et z respectivement, on a

^z (7, 0)-^, {7, 7,4+, (0))...]} =

(-1)^-^+* 14W+i (...[e/4+^+z(0)]...)]} =

(*, (-l)dAr-1x/«1+A) (z, 0)].

Soit d’abord rf*-i = 0. Alors (4) e0...e*_1 = +1 et (z, f) est
strictement croissante par rapport ž t. Pour z-> oo on a

|p (ž, 0) = x^21 [ž, |p+* (z, 0)-0]<x/«1 [7, |p+* (z, 0)] <

< 4^1 (Ž, fp + A: (z, 0)] [7, ^+Jt (z, 0) + 0] = fp (7, 0).

La dćmonstration etant la meme pour —i= 1 aussi, G. 4) est
demontree.

2. Si fv (*) ( -Av x =C+^4v) sont des fonctions quelconques,
la suite {4P) (z, t~)}, p. et t fixes, satisfait aux relations:

(z,J)-fp[41 + 1> (2z3)] = 0

(O^z^O, 1; — j4p 4- v-p i t s^/lp 4- v +1),

4« (z, t) + x<p (2-Z, 0 = 0 (0<Z<2; -?lp4.v<?<^p4.v),
( } (p-, v = 0, 1, 2,...).

Consequence. Si les fv (x) (v = 0, 1, 2,...) satisfont a (1), pour
v -> oo, t = 0, on a:

(13) £p (7) = 4 [£p4-i (2*)] (0<z<0,T; p.-=0, 1, 2,..

(14) fp (z, 0)+|p (2-z, 0) = 0 (0<z<2; p.-0, 1, 2,...),

oii on a mis ^p (0 & la place de £p (t, 0) + 0 ou |p (t, 0)-0.
Demonstration. Soit z e / et soit {ez} (z = 0, 1, 2±...) la suite

qui lui correspond. Considerons maintenant la suiteje,} definie par
Ez-e/4-! (z = 0, 1, 2,...) et dćterminons le nombre z correspondant.
II est necessaire de distinguer deux cas suivant que z^0, T ou z^_l, 0.

Premier cas. z^0, T et alors d0-0, e0=l. De l’egalite Eo-e*
on tire, d’apres (4), d0 = dx et puis, tenant compte des egalites e/ = eZ4-1
(z-1, 2,...), on conclut par la mšthode de l’induction totale que 
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dv-t/v+i (v»I, 2,...), d’oii ii resulte z = 2z (0 z <1 0, 1) de
sorte que

*v<^1 (7, 0 = eo/ji_{e1fp+1 [...(ev+1fp + v + i (*))...]}-
-4 {eofp + 1[...(evfp + v + 1 (2z, i)].

Deuxieme cas. 2i>l, 0 et alors d0 = l, e0= -1. D’une maniere
analogue a celle employee dans le premier cas on obtient dv= 1 -rfv+1
(v=0,1,2,.. Jd’oiil’ontire facilementlarelationz=2(2-z)desorte que

(Z, O = eo4 {Gifp+l [...(ev + lfp + v+l (*))•••]} =

= -4 {eofP+1 [...(ev^ + v + j W)...]}=-Ax{^ + ,) [2(2-z),t]}

c’est-a-dire

(z, ()--4 {^ + D [2 (2-z), /]}

(1, 0^Z^2; — /4p + v 4-1 t + /p + v +1).

En mettant dans (Ha) z = 2 -z et puis en y ecrivant z au lieu de
J et tenant compte de (11) on obtient justement (12), apres qu’on
ait remplace v par v-1.

La propriete F. du paragraphe 1. dćcoule maintenant immedia-
tement de l’equation (13) et des proprietćs des suites(2) demontrees
dans f., g., h. et i. du paragraphe 1.

Maintenant nous pouvons enoncer la reciproque des rćsultats
cites dans 1. laquelle est exprimee par le

Theorćme I. Soit gp (z) (^ = 0, 1, 2,...; O^.z^.2) une suite
de fonctions continues du cdtć gauche (droit), decroissantes telles
que: 1° 0 < gp (0) = cop.<; + oo, gp (2) — ay, les cup. etant des nombres
donnćs; 2° (z)+gp (2-z)]-*0, ztzlt 0<z1^.2; 33 gp+\ (2zt)~
= gp+i (2z2) entraine gp (zt) = gp (z2). Alors a chaque suite {gp (z)}
corresDond une suite unique des fonctions fp (x), dont chacune est
dćfinie sur l'ensemble Ep des valeurs de gp+\ correspondant a la
meme valeur de ji, et qui ont les proprietćs (1) pour chaquex e Ep,
si bien que la fonction limite gji (z, 0) (z, 0)] de (2) est egale

gv-(z). Sur C(Ep) = {- oo, +oo )-Ep, fp (x) peut etre definie arbi-
trairement. Entre la suite des fonctions fp (x) (x & Ep) satisfaisant
aux conditions (1) et la suite des fonctions gp, egales a lp (ou lp),
U existe une correspondance biunivoque sauf peut-etre sur un ensemble
des valeurs de x de mesure nulle. Cette correspondance a son expression
analytique dans le systćme d'equations fonctionnelles (13).

Demonstration. D’apres un theorčme du a M. W. Sierpinski8)
on conclut qu’a chaque paire de fonctions gp (z), gp+i (z) qui

s) W. Sierpinski, Sur les fonctions dependantes, Fundamenta math., 28
(1937), Warszawa, p. 66—67.
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remplissent 3° correspond une fonction unique f}i (x) comme solution
de l’equation fontionnelle (13) dćfinie pour et laquelle peut
etre definie arbitrairement sur l’ensemble C(Ey.). L’existence de
fp. (x) dćmontree, ses proprićtes (1) decoulent immediatement de
l’equation (13) et des hypotheses faites sur les fonctions (z) et

(z). Les nombres cop+i jouent le role des nombres Av (v = 0,1,2,...)
de sorte qu'on peut ecrire Av = cuv+1 avec fv (Av)= Av-i (v= 1,2,...).
La fonciion /ji (x) ainsi obtenue est continue a droite ou a gauche
suivant que g\i (z), correspondant a la meme valeur de l’indice ji,
est continue a gauche ou a droite.

Supposons maintenant l’existence simultanee de deux paires
differentes des fonctions (z) et (z) (Z= 1, 2) qui, par l’equa-
tion (13) definissent une meme fonction fp. (x). Pour fixer les idees
nous supposons que les g<p(z)(ii = 0, 1, 2,...; 1, 2) soient continues
a gauche. D’apres 1° on a g<p+1 (2) = g^>+1 (2). De (13) on tire

(1)> puis, d’apres 2°, on a gW (l+0)~g& (1+0) et en
general on a les egalites

05) 4°(ii±o)=^(-^±o)(v = O,l,..., 2« + 1; n, p. = 0, 1, 2,...).

Comme elles sont vraies pour/z = 0, ii suffit de demontrer qu’elles le
seront aussi pour n + 1 si elles sont vraies pour n. En effet, de l’egalite

0,1.2........ 2"+>)

et de (13) on tire d’abord

........ 2«+>).

d’ou ii resulte, d’aprćs 2°,

«S’(2-j^ + O).^>(2-^ + 0)

ce qui, en ecrivant v a la place de 2n+2-v, peut etre ćcrit plus
brievement

^’(®Tt+0)-^l(2STi + 0)(v-2”+i,2"+, + 1........ 2»+‘).

D’autre part, en partant de l’egalitć g<J>+, (-^ + 0)- g®., (22 + o)

(v-0, 1,..., 2n + J), d’apres (13), on tire d’abord

4ntel + 0)-«f?(2HTl+0) (*-«• 1.......... 2"+‘>

ce qui donne,d’aprćs 2°,^) (2 - = ^(2 - 2^n)ou Plus bričvement

+ 2"+1 + 1........ 2" + 2>

en mettant v ala place de 2n +2 - v. Ainsi (15) est demontre. La demonstra-
tion est tout a fait analogue si l’on suppose (z) continues ž droite.
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Les dgalites (15) demontrees, tenant compte de la continuitč
a gauche (droite) des (z) (Z=l, 2), on conclut immediatement
que l’equation A1) (z)~g® (z) doit etre verifiee pour tout zeI
(11 = 0, 1, 2,...).

Ainsi le thćorčme 1. est dšmontre, parče que: 1° les fonctions
limites fji (z) [gn (z)] satisfont aux equations (13) et 2° les fonctions
fp (x) (xsEp.) dćfinies par les fonctions gp (z), etant continues &
gauche (droite), sont ćgales aux fonctions (x) definies par (1) sur l’en-
semble Ep sauf peut-etre sur l'ensemble de leurs points de discontinuite.

3. Soit (z) (p. = 0, 1, 2,..0<^z ^2) une suite de fonction
satisfaisant aux conditions: 1° - AP  i gp (^)=C + ; 2° gp (z) +
+ (2 - z) = 0; 3° ^+1 (2z1) = (g|1+i (2z2) entraine gp (zj = gp (z2)
(0^zl^z2^2); 4° E est l’intersection des ensembles Ep.

Theorčme II. Pour que x<® (z, t) (n = 0, 1, 2,...; teE) soit
convergente pour une valeur de zel, U faut et U suffit que, pour
cette valeur, g0 (Un) {ožž un designe une solution quelconque en u de
l'equation gn + i [Fn (u)]=t,} tende pour cfiaque un vers une metne
limite (z) pour n->co, {/„ (x)} etant la suite des fonctions definies
par (13) pour toute valeur de x&En et alors x'® (z, t) -> lj0 (z)
(n -> oo, t&E).

Demonstration. D’apres l’hypothese 2°, au moyen des equations
(13), en partant de l’ćquation g0 (z)=*f0 (2z)] (O^z^O, T) on
obtient l’equation

(16) 4°) {z, gn + 1 [Fn (z)]} ~g0 (z) (/7 = 0, 1, 2,...; 0<z<2)

OU Xi-Xo Xo
Fn (zz> = 2^+! {2-2*A-i [2-...-2 (2-2 u)..]}

[2~n (v- 1) < u<2-"v]9) 0< Fn (u)<2

et ou on a pose
a. z = d0, d^... |2 d/= 1+(-l)fc, + 1, A = 0,1,2,..., Xo>0

avec cf/ = O (Z=0, 1,..., X0-l) pour Xo > 0};
b. v est l’entier defini pour chaque n par 2~n (v - l)<Iz < 2-nv;
c. X*n = Max X* (X* < n);
d. zz = X*n + p. (ji = 0, 1,..., X*n+i-X*n - 1).

Mais tous les nombres de l’intervalle fermć <2_/1 (v-1), 2-/!v)
ont les metne chiffres di(i=0, 1,..., n) ćgaux a ceux du nombre z.
Par consžquent, en designant par u un nombre quelconque de cet
imervalle, l’ćquation (16) peut etre ćcrite sous la forme

(17) ^0) {z, gn+i [Fn («)]} =g0 (u).

°) 2-" (v—1) et 2-«v dans le systčme binaire doivent etre reprćsentćs
l’un par la forme de pdriode 0 et l'autre par la forme de pćriode 1.
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Si u croit d’une manifere continue de 2~n (v I) a 2~b v, Fn (zzi10)
varie aussi d’une manibre continue en pren<<nt toutes les valeurs de
l’intervalle ferme <0, 2), de s rte que gn + l [\ (zz)] parcourt
toutes les valeurs de l’ensemble En. D’apres la definition de v, la
suite {2~n (v- 1)} (zz = O, 1,2,...) est monotone croiss-nte et la
suite {2~nv} (n = 0, 1, 2,...) est monotone d croissante et toutes
les deux convergent vers la limite commune z S >it maintenant t un
nombre determine (teE). Alors toute solution un de l’equation.
gn +1 [F„ (zz)] = t est situee dans l’intervalle ferme <2-/I (v - 1), 2~nv),
de maniere que zz„->z pour n-»oo. La demonstration du theoreme
decoule du fait que (17), dans ce cas, p tnd 1 forme x£} (z, t) = g„(u„).

L’importance du theoreme 11. consiste en ce qu’elle prouve
l’existenced’autressuitesfv(x)(v 0 1,2,... idefonctionsplusgeuerales
outre celle consideree dans 1 et < pour lesquelles les suites {x^ (z, t)}
sorit convergentes sous les conditions exprimees dans le theoreme II.

4. Supposons que:

, . 1° fv (x) satisfassent a (1);
' 2° a) < cuv ou co =■ cuv=/v (tuv ) avec cd = borne cov (v = 0,1, 2,...).

Sous ces hypotheses on peut enoncer le

Theoreme III Les ooints d'accumulation de la suite {x<® (z, t)}
(v = 0, 1, 2,..O^.z^.2; - co^r^ + co) se t ouvent sur le seg ent
L - (lo (z, 0), (z, 0)\ Suivant la valeur de z et de t, tous les
termes de cette suite pour v>N (z, t) se trouvent: 1° ou bien d'un
meme cote de (z, 0) ou de £0 (z, 0)11); 2J ou bien sur le segment L;
3° ou bien au dehors de l'intervalle L; 4° ou sur un segnent L' 3 L.

Pour le demontrer ii est necessaire de demontrer d’abord le
Theoreme auxiliaire 1. Pour chaque valeur dey.,z,t p. = 0,7,2,...;

0^z^2; -cd^^cd) on peut toujours trouver umori.bre $p def ini par
p-i

(19) ^ = zp_] + 2-p{1-(-1A-’(I -z)} (p.= l,2,...;zP_1 = 22v)

tel que v=u
£20) |o (cjp, 0)<4°)_1 (z, 7)<f0 (?p, 0)

z etant defini par
(21) fp (ž, 0) < 7 < fp (ž, 0).

Demonstration du theoreme auxiliaire. Soit d’abord cd<cdv.
II est evident que pour chaque valeur de t tel'e que - <o^r^+ to
et pour chaque valeur de p-^0 on peut toujjurs trouver un nombre 

10) Fn(u) (0^zz^2) est une fonction periodique lineaire de pćriode 2—".
n) 5o (z> 0) respectivement (z, 0) inclus.
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z = d0, d'dz... satisfaisant a (21). Dćsignons par {e/}, {ez} et {e'z}
les suites (3) correspondant respectivement aux nombres

z = d^ d^d^... , z et ^p= d q , d d 2 . • • •
On tire de (19)

= dv(V = 0>l„..,1x-l), d'P + / = [l-(-l)di1-*(l-2dJ)].2-i
( 9 ) (4 = 0, 1, 2,...)

et puis, d’apres (3), e'v = ev(v = 0, 1,..p.-1), e'p + / = s, (4 = 0,1,2,...).
Si on remplace t par 41) (z, 0) dans 4-i (z, t) (p.= l, 2,...), on
obtient la suite
(22) 4% (z, (ž, 0))=xp+i (&, 0) (4 = 0, 1, 2,.;..).

On voit immediatement, d’apres (19), que les (p. = l, 2,...) repre-
sentent les valeurs approchees de z.

Tenant compte que 4?-i 0 est monotone, on tire de (22),

d’apres (21), pour 4-> oo, Jmmediatement (2u) en supposant z p/29.
Mais (20) est vrai pour z-pIV aussj. En effet, dans ce cas on a
z" = d0,_d1._. .aq-\0T,_z' -d0, dt... d9~i 10 et |p (z, 0) = ^ (z', 0)

0) = ^ (z", 0). $p ayant, d’apres (19), la meme forme on a

g"p = Z|i--i + 2~ 11 z", <;'p. = + 2-’1 z’ pourdp-^O
respectivement

= Zp-i + 2~>1 (2-2z), g'n = 2)1_i + 2->1 (2-2") pour dp_i = l.

Alors pour d}i-i = 0 on a

lo ($p, O) = go(^,O) = 4)_i[2L|11(?,O)-O]<4)_1 frjp. (2,0;]<

<40)_1 (z, ?)<4)_1 k, Ip (2,0)]_<4>_1 [2, b (2“', 0) + 0] =

= lo (g"p. 0) = 5o (?]1, 0).
Pour c?p._i = 1 on obtient un resultat analogue. Ainsi le theoreme
est demontre pour cd < <dv (v = 0, 1, 2,...). Supposons maintenant
<o = a>v = fv (cdv). Dans ce cas les inegalites (20) sont verifiees pour
|i| < co. U reste a prouver qu’elles sont_verifićes pour |£|-<u.

Soit, d’abord, ?=co. Dans ce cas 2 = 0 et, d’apres (19),
Cp = d0, d, ... dp-aOO pour cfp—1 = 0

respectivement
?ii = d0, d±... d^-z 1T pour d}^\^ 1.

Considerons d’abord le cas d}i.-\ = 0. Alors ii existe ou ii n’existe
pas un nombre r (2^r^p.)tel qued)1_r= 1, d/ = 0(p.-r + 1 <4^p. - 1).
Supposons que t existe. Alors

= d0, dt... dji — r — 1 10; ?"]i = dj, di... d}i-— r — 1 01
et d’apres (9)
šo > 0) = e0^0 { • ■ — T— l/ji—r — 1(-E|1_ T [f]i_ T ( — cd) 4- 0])]...},
Šo 0) = eo^o {• • .[ep-r —1 fp-T -1 (Ep-r [/ji _ r ( - a>) + 0])]. . .},

Eo. . . Ep  r = + 1.
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Si E(i  T = +1, alors

ŠO UV, 0)<^’_r_1 [-4-r(-C0)] = ^>_I (z, <o) = X(?)_1 (z, t),

&> G'V, 0) > A(0) T _ t (4-t (- cd)]>xWT _, [ - 4 _ T ( - cd)] = , (z, t),

d’ou on lire (20) pour t = w.

D’une maniere analogne on verifie (20) pour t=w si en-r - -I.
Supposons maintenant que r n’existe pas. Alors dt = 0, z = 0,

1,..., p.-l. Par consequent

4% (z, (z,.^)-f0 {f. [...(4-1 (cd))...]} = cd =
= Bo(0, O) = |o (?ll, 0).

Ainsi (20) est encore verifie.

Pour rf|i_i = l on arrive au meme resultat en resonnant d’une
maniere analogne.

De la meme maniere on pronve que (20) est verifie aussi dans
le cas on t = - tu.

Ainsi le theoreme auxiliaire est entierement demontre.
Demonstration du theoreme HI. Pour demontrer ce theoreme ii

reste seulement a etudier le signe de la difference An = - z.
A partir d’une valeur N (z, t) de n les seuls cas possibles sont les
suivants: A„<0, A„>0, A„ - 0, A^s^O, A,^0, A„ 0, A„ |= 0 chacun
des signes se presentant pour une infinite de valeurs
de n. En effet, chacun de ces cas peut se presenter, comme le
pronve le cas ou A- (x) = f (x) que nous allons etudier ci-apres.
La demonstration du theoreme decoule maintenant du fait que
^->z (/z->oc) en s’appuyant sur la propriete D. du paragraphe 1.

Soit f (x) une fonction definie sur le segment a
(a > 0) satisfaisant aux conditions suivantes:

(23)
£ f (xj < f (x2) (Xj < x>), f (- a) > 0, f(x) ^x (0 < x < a),

( f (a) •= a, f (cd) = w (0 < cu a),

<d etant le plus petit nombre de cette propriete.

Considerons la suite xn (z, Z) = e0/’{... [e,/(f)]...} (n-0,1,2,...;
0<Jz^2; a), z et t etant deux nombres determines.
Sons ces conditions on a le

Thćorbme IV. Si L'on introduit les notations S et C(S) pour
intervalle -<d^?<^ (1,0) et pour son complement par rapport

au segment (-a, +a>, on a:

1. lim xn (z, t)-l (z, 0), lim xn (z, ?)-| (z, 0) [UC(Sj]
sauf dans le cas ou on a simultanement cD^f^cz, z = p/2q et alors
ces valeurs limites se trouvent sur le segment <£(z, 0), £ (z, 0) <.
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2. Pour teS tous les cas mentionnćs dans le theoreme III. se
prćsentent effectivement.

Avant de dćmontrer ce thćoreme nous allons procčder a la
determination du signe de Ap = $p - z.

Soit 111 *1 est evident que dans ce cas le thčoreme
auxiliaire 1. est applicable avec le nombre z, defini par (21) et
dependant seulement de t. Pour determiner le signe de Ap ii est
nfcessaire de s’appuyer sur les faits suivants.

A. Pour qu’on ait ?p = z pour une valeur donnee de p, ii faut
et ii suffit que:

l-2dp+v = (-l)d’i-1 (l-2dv)

(p = 0,1,2,... pour z p/2^ et p - 1 > q pour z^p/2^-, v-0,1, 2»...).

La demonstration resulte immediatement de la deuxieme egalitć
(19 a) en y mettant d'p + / = dv + /.

B'. Pour que l’equation $p = z p/2’, z et z etant donnes, soit
remplie pour une infinite de valeurs de p, ii faut et ii suffit que
pour k>0 les nombres z et z soient rationnels et de l’une des
formes suivantes:

1° z- d0, dl...d}>.—\ dpt/p+i...(it— i)

z = dp, dp.pi.. .dp+ <* —u avec dp_i = dp+(*_ij = 0;

2° z = dQ, d1...dp—i dpdp.pi.. .dp-p(*_i)

2-z = dp, dp-pi.. .dp-p(*-i) avec dp_i = dp + (*_i)= 1;

3° z = d0, df.dp-i dp ... dp+(*_ u (1 — dp).. .(1 - dpp.

z = dp,.. .dp+ (k_ i) (1 -dp).. .(1 -dp+ (*  i))

avec dp-i-O, dp + (*_], = 1;

4° z = d0, d1...d^—\ dp ... dp+(*_ i) (1 - dp).. .(1 — dp+(*_ i)}

2— z = dp,... dp.p (*-i) (1 - dp).. .(1 -dp_p (a _ ij)

avec dp_i = l, dp_p(£_i) = 0

le trait au-dessus des chiffres indiquant’que ces chiffres forment la
periode des nombres pćriodiques z et z.

B". Pour qu’on ait cp = z = p^ pour une infinite de valeurs
de p, ii faut et ii suffit qu’on ait simultanement z = 0, p-1 > q.

Si z et z satisfont a ces conditions, on a en effet ?p + m* = z
[/7z = 0, 1, 2,...; k>0 etant le nombre des chiffres dans la periode
(les cas 1°, 2° et B"; ou dans la demiperiode (les cas 3° et 4°),.
P etant le plus petit n pour lequel ?n = z].
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La đemonstration etant la meme dans tous les cas, nous allons
la donner seulement pour le cas 4°.

Soit z p/2q, dp_i“l, dp. + k -1 = 0. Indiquons par p. et p. + A
deux premiers indices pour lesquels ina gp- gp4_*»z. Les condi-
tions necessaires et suffisantes sont, d’apres A.,

dv + dp 4- v “ 1, dv " dp 4- v 4- k (v = 0, 1, 2,. . .)
ou 

dv = dp4. v4 k, dp + v + dp -p v4k = 1 (v = 0, 1, 2,...)

qui sont equivalentes a 4°.

Consequence. Si z est irrationnel, ii ne peut exister plus d’une
valeur de n pour laquelle g„ = z.

C. Supposons que z satisfait aux inćgalites 0<Zz< 1. Alors on a:

1° Si z^p/2q, chacune des inegalitćs gp<z, &>z se presente
pour une infinite de valeurs de p..

En effet, les chiffres de z sont groupes en une infinitć de
groupes composes seulement des 0 ou des 1 qui se succedent alter-
nativement. Pour chaque p. qui represente l’indice du premier chiffre
d’un groupe des unites on a z>^, parče que, d’apržs A., le chiffre
dp_i = 0 dans le nombre z est suivi d’une unite, lorsque dans le
nombre gp ii est suivi de 0. Au contraire, pour chaque p. qui repre­
sente l’indice du premier chiffre d’un groupe des zeros, on a z<gP
parče que dp_i = l dans z est suivi par 0 et dans gp par 1.

2° Pour z = p/2’ ii faut distinguer deux cas.

Si z = z" = da, dt.. .dg-iOl, on a g^^z" (p.-l>=<7).
Si z = z' = d0, dt.. .dg-i 10, on a gp^z' (p.- 1 ><7).

Dans les deux cas l’ćgalite se presente seulement pour z - 0, p. - 1 > q.

Nous allons demontrer seulement le premier cas, la đemonstration
du second cas etant presque la meme. Soit p.-l > q. Alors le chiffre
</p_i-l dans z" est suivi par les unites lorsque dans gp ii est suivi
par les groupes composes d’unites et de zeros qui se succedent
alternativement, le premier groupe etant compose d’unites de sorte
qu’on a gp^z",- l’egalite se presentant seulement pour z = 0. Ona
aussi g?4-i<z", parče que dg = 0 dans z est suivi par les unites et
dans g94-i par les zeros.

D. Si 7-1, chacune des inegalitćs gp<z, gp. > z se presente
une infinitć de fois, lorsque gp - z se prćsente seulement pour
p. - 1 = q —1, z - p!2q.

En effet, si z p/2’, on a gp<z pour dp_i = 0, dp ■= 1 et
gp>z pour dp_i = l, dp = 0, l’egalite gp = z ne pouvant jamais se
presenter, parče que dans ce cas on aurait z = p/2q.
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Si z-p^, alors
pour 2 = z" = d0, dt... dq  i OT on a Cp<2, p-l>9;
pour z = z' - d0, dt.. .dg_ i 10 on a cji>2, p.- 1 q.

L’egalite gp. = z se presente seulement pour p.-1=9-1.

E. Pour 1 <z<;2 tous les cas possibles peuvent se prćsenter
ce qu’on prouve par les exemples suivants:

a) z irrationnel

Ex. 1. 2 = 1,0110111011110..., z~= 1,01010...,
?P<z (p. = l, 2,...).

Ex. 2. 2 = 0,1001000100001..., 2=1,01010..,
?p>z (|*= 1, 2,...).

Ex. 3. 2 = 1,0101001010100010101000010101...,
2=1, 011011101111011111...,
^1+1 <2 pour chaque p. qui reprćsente l’indice du

premier chiffre de chaque groupe 10101, autrement ?p.>z.

b) z rationnel

Ex. 4. 2 = 1,001101 ; 2 = 1,1011101; ^<z.

Ex. 5. 2=1,110010; 2=1,101; <+■> z.

Ex. 6. 2=1,01001; 2=1,001;
'st» + 4A- <Z, il + 4k>Z, ?8 + 4*>2') & + 4k<Z,
(k=0, 1, 2,...).

Ex, 7. 2= 1,000111 ; 2=17)00;

£ + 4* = z (A = 0, 1, 2,. .), ?p<z (p. 3 + 4k).

Ex. 8. z=l,000001; z-1,000;
ce + 4 k “ z, Cji > z (p. 6 4- 4 k, p. > 2).

Ex. 9. 2 = 0,0101111000; 2= 1,0010110;
C74.4* = 2, g/ + 8* <2 (z = 4, 5, 10},
cz + 8A. > 2 (ž=6, 8, 9).

Ex. 10. 2= 1,011T0; z=l,0; = 2.

c) 2 = p/2’

Ex. 11. 2 =2" = 1,1 fOlOT; (p. -1 > 9).
2 = 2'= 1,110110; (p.-l>9).

Dćmonstration du theoreme IV. Nous allons considerer d’abord
le cas oii | £| co. La demonstration meme doit etre effectuee tenant 
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compte de (20), puis de la propriete D. du paragraphe 1. et enfin
de l’analyse du signe de Ati que nous venons d’achever. Nous allons
bričvement exposer les conclusions qu’on peut tirer de cette ana1yse.

a. teS, c’est-^-dire 1 < z <1 2.
Pour z irrationnel on a:

1° t>n<z (n> N) et alors lim xn (z, t)~% (z, 0) (ex. 1.) ou
n -> oo

2° $n> z (n>N) et alors lim xn (z, t) = 1- (z, 0) (ex. 2.) ou
n co ~

3° cni < z, > z (/Zp n.j, > N) (chacune des relations se presente
effectivement une infinite de fois, l’egalite cn = z (n> N) ćtant exclue)
et alors 

lim xn (z, 0 ■= B (z> 0)> lim xn (z, i) = B (z, 0) (zz -> oo) (ex. 3.).
Pour une valeur de tout au plus, d’apres la consequence

du B. du paragraphe 4., on peut avoir | (z, 0)xn (z, (z, 0).
Pour z rationnel 0 p/29 on a:

les trois cas cites ci-dessus (ex. 4., 5. et 6.);
4° | (z, 0)lim xn (z, £)<jim xn (z, (z, 0), l’inegalite

xn (z, (z, 0) se presentant pour une infinite de valeurs de n
(ex. 7.);

5° | (z, 0) =lim xn (z, ž)<lim xn (z, £)<£ (z, 0), xn (z, f) <
(z. 0) pour une infinite de valeurs de n (ex. 8.);
6° Jj (z, 0) = lim x„ (z, f), £ (z, 0) = lim xn (z, i). Chacune des

relations xn (z, £) > g (z, 0), xn (z, t) B (z, 0) est vćrifiee pour
une infinite de valeurs de n (ex. 9.).

Dans 4°, 5°, 6° les inegalites | (z, 0) < xn (z, t) g (z, 0)
sont verifiees pour une infinite de valeurs de n.

7° | (z, 0) < xn (z, f) < B (z, 0) (/z > N) (ex. 10.).
Pour z =p!2i on a (ex. 11.) z’ < g'n, z" > ^"n (n - 1 > g), c,'n et

indiquant les nombres qui sont obtenus en partant de l’hypothese
z = z' respectivement z = z". On en tire, d’apres (20), xn (z",

(z", 0) (n- 1 > g) ou xn (z’t i)<£ (2', 0) d’oii lim xn (zn, t) =
= g (z", 0) respectivement lim xn {z-, t) = | (2', 0). En considerant
les suiles xn (z", t) et xn (z', t) comme deux suites partielles d’une
meme suite unique qui consiste en termes de ces deux suites, le
resultat obtenu peut etre ecrit de la maniere suivante

lim xn (z, = | (z, 0), lim xn (2, t) = J (2, 0).

Ainsi la deuxieme partie du theorhme IV est demontrće.
b. (1; 0)^^^g (1; 0), c’est-a-dire 2=1. D’apres D. on a

toujours lim xn (2, Z)=| (2, 0), lim xn (z, 0 = B (z, 0),
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c. | (1;,0i < Z<a> = £ (0, 0).
Pour z irrationnel on a lim xn (z, f) (z, 0), lim xn (z, t) =

= § (z, 0 , un seul terme peut se trouver entre | (z, 0) et | (z, 0). Pour
z rationnel / p/2’, les valeurs limites restent les memes, une infinitć
de termes peuvent se trouver entre g (z, 0) et f (z, 0). Si z^p!2q,
z £ 0, uneinfinite de termes xn (z, t) se trouvent sur le segment
<£ (z, 0) | (z, 0i> et au dehors de ce segment, les valeurs limites
restant les memes. Pour z = 0 tous les termes xn (z, t) (« - 1 > q)
se trouvent entre g (z 0) et | z, 0) et

l_(z, 0 <ilirn xn (z, ZXJim xn (z, (z, 0).

Ainsi le theoreme IV est dćmontre pour | (1; O)^r^co.
Supposons mai lenant - a Alors on a ^f(0),

0i> f (t de sorte que e„ f (t) se trouve toujours dans
l’intervblle ferme dont les bom-s sont 0 ei enf(0). xn-i (z, x) etant
une fonction m< notone de x, xn Iz, t) = xn-i [z, en f(Z)J se trouve
dans l’intervalle ferme dont les bornes sont xn-i (z, 0) et
x„ (z, 0) = x„_, [z, e„ f 0 ].

(24) xn (z, t) se trouve sur le segment bornč par xn-i (z, 0) et
xn (z, 0).

Deux cas d'fferents se presentent maintenant suivant que
xn (z, 0) est le premier terme ou non d’un groupe de termes de l’une des
deux suites partielles monoiones dont la suite 4V (z, 0) (v = 0,1,2,...)
est composee, c’est-a-dire suivant que l’on a zz = X*- 1 ou n X*-l.

Si n £ Xk 1, xn iz. f) se trouve entre deux termes successifs
d’un groupe de termes de la suite partielle croissante ou decroissante
tous les deux cas se rresentant effectivement suivant la valeur de n.

Si n-\k 1, alors cn a en + 1--l. Le produit e0...en peut
avoir la valeur +1 ou -1. Supposons-le egal a +1. Alors de
l'inegalite ^-f(x) ^0 qui est satisfaite pour chaque x du
segment <-co, +co> et de la monotonie croissante de xn (z, x)
par rapport a x ii suit xn (z, f)^.xn iz, -f <x))^xn (z, 0). En y
mettant x = e„+2/ (.. (En + if (0))...) tZ = 2, 3,...) on obtient
xn (z, z)<x„ + / (z, 0 (z, 0) (/ = 1, 2,...) respectivement, d’aprčs
(24), xn-i (z, (z, t)^.xn + i (z, 0) (z = 0, 1, 2,...). Particu-
lierement pour z = X* + I- X* on obtient, tenant compte que n = X*-l,
x} 2 (z, 0i<xn 'Z. Z ! (z, 0/ (e0... ex 1 - 4 1). D’une

K K 1 K
maniere analogue on obtient pour e0...e„= -1

X\k-2 (z, (z, f)>xXjt + i-1 (z, 0) (e0...eXjt_i = -1).

De ces deux inegalites on tire que, pour /z «= X* — 1, xn (z, t)
se trouve entre deux groupes successifs de termes d’une meme 
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suite partielle (croissante ou decroissante) de la suite xv (z, 0)
(v = 0, 1, 2,...).

Ainsi le thćoreme IV. est dćmontrć pour -a^^^-cd.
Soit maintenant co</^a. Pour z p/2’ on a

o 1 i
-a<-F{F[...(F(0)...]}-^<-<n G’ = o, 1, ...» X*+1-X*-l;

X*<Xjt+i; A-0, 1,2,...), deserte que xKk + l(z, t) = xXk-i(z, =

= Eof {... [ex  i f (Z^)]} se trouve entre xx  j (z, - a) et xK -i(z,- cd)a K K
parče que -i (z,x) est monotone parrapport ax. Mais -i (z,-a)

et -i (z, - cd) se trouvant, d’apres le resultat obtenu dans le cas
oii -a^Z^-cD, entre

x-k.-2{z, 0) et xy i (z, 0),K A “f 1
tendent vers la meme limite egale a £ (z, 0) ou | (z, 0) suivant
que k est pair ou impair. Par consequent + z (z, f) tend vers les
memes limites ce qui prouve l’exactitude du theoreme IV. dans ce
cas aussi.

Si z = p!2q, alors deux suites (8) correspondent au nombre z.
A ces suites correspondent respeetivement les suites:

Xg + t (z", Z) = 80 /{...[£,_! f(tg ..(f (0).

xg+i (z't t) = E0 f { . .[e,_ ! f (-Eg f {-7 [. . ,(7(t)). • .]})]. • • }.

(z = 1, 2, —; e0 ... eq = + 1)
dont la premiere est dćcroissante, la deuxieme croissante. En meme
temps on a xg+i (z", t)^xg-t (z, 0)^xg+/ (zr, t), d’oii l’on tire
pour i -> oo

| (z",.0 = B (z, (z, 0)» (z, t) = l (z1, t).

De l’inćgalite
-/[...(/(o))...]>-r[...(Ao).--]

on tire xg + i (z", 0) > xg + i (z", f) > xg_i (z, 0) > xg+ t (z't t)
^xq+i 0) d’oii l’on deduit pour z->oo

I (z, 0)>? (z, t')^xg_l (z, 0) >| (z, ?)>1 (^> 0).

Ainsi le theoreme est dćmontrš entibrement.
5. Si fv (x) (-4v <x<+/k; v = 0, 1, 2,...) sont des fonc-

tions telles que |fv (x) | ou 0 < /4v^/l < + oo (v= - 1,0,1,2,...),
alors x^ (z, f), considćree comme fonetion uniquement de z, a la
proprićte exprimče par le

Thćorbme V. Si z^v, n, z"v, n (n = 0, /, 2,..v = 1, 2,.. ,
2n+I -1) indlquent les deux formes de z = v/2fl representć dans le 
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systeme binaire, la nremiere de pćriode zero, la deuxieme de periode 7,
et si x'nM (z, t) -> l-ji (z, t) (n -> <x), on a

1 P
(25) Tn S V dz 0<^<2),

V = 1 0
L’intćgrale ćtant prise dans le sens de Riemann ou de Lebesgue suivant
que lp (z, t) est integrable dans le sens de Riemann ou non.

Dćmonstration. 11 est evident qu’on a

^)(2,/) = ^) W(z\, n,t)
( ' (2'v_j, n<z<z"v,„; v=l, 2,..., 2"+1),

parče que les chiffres dv (v = 0,1,..ri) etlessuites {ev } (v-0,1,..n)
correspondantes sont les memes pour tout nombre z du segment
<^v-i, n, z"v,n). (z, t) etant integrable on a

(27) J (z>0 dz = (z~^) (z"p + i, +

0 v = 1
(p~[2nz], o 2)

l’integrale en question etant egale a la somme algebrique des aires
des p + 1 rectangles qui ont pour leurs hauteurs les nombres
x(nw (z"v, n, t) (v = 1, 2,..p + 1) et pour leur base 2_ft excepte le
dernier dont la base est z-2~np. Pour /z-*oo (27) devient (25)12)
parče que le premier terme du second membre de (27) tend vers 0.

Si les fv (x) satisfont aux conditions (1), on obtient le

Theorčme VI. Pour que la fonction limite (z, 0) de la suite
(2) soit continue dans I, U faut et U suffit qu’on puisse trouver,
pour chaque e>0, un nombre 7V(e) tel que

(28) (2"v, n, 0) - X™ (z'v, 0) < e(n> N(e); v- 1,2,..2« + ‘-1).

Demonstration. Dans la deuxieme partie de f. du paragraphe 1.
nous avons dćmontre que jcp1) (z"v,n, 0) (Z^/z) est decroissante et

(^'v, n> 0) croissante ou plus precisement

(29) (2"V’” <2“»’ 0)>& (2“«’ 0) >

>•efw (A-, », 0)>x» (z'v, 0) (/>„).

Supposons que |)i (z, 0) soit continue. Alors, d’apres 1B., 1 C. et (29),
on a pour chaque valeur de n

6, (^1, 0)>z<« (z"v, 0)>z<« (z'v, », 0)>fc (^±1, 0)

’2) H. Lebesoue, Le?ons sur l’integration et la recherche des fonctions
primitives, Pariš (1928), p. 125.
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et, pour n> N(e), 0<|,i (^, 0)-^ (^, 0) <e. Ces deux inega-

lites ayant (28) pour consequence, la necessite de (28) est demontree.

D’autre part, d’apres 1C. et (29), on a pour chaque z du
segment <(v-l)/2", v/2n>

(z"v_1( „, 0)>g(1 (^, 0)>^.(Z, 0)>|x (z, 0)>& (^

4'9 (z'v, a, 0).

Mais, d’apres (26) et (28), on a 

x(M (z"v _ j, n, 0) -(z'v, n, 0) = {xw (z\, _0) -x&> (z’v -0)} +

+ tf»(z"v, 0)-x^(z'v, 0)} < 2 e

et a fortiori

gji (z, 0) - h (z, 0) < 2 e
(n>Af(2e); v=l, 2,..., 2" + 1-l; (v-1) 2-"<z<v/2-").

Ainsi on a demontre que gp. (z, 0) est continue dans l’intervalle
0 <z<2. Mais, d’apres 1D , elle est toujours continue au point z = 0
du cote droit et au point z = 2 du cote gauche. Par consequent,
Jjp. (z, 0) est continue dans /, c. q. f. d.

6. Soit f (x) a^x^+ a,. a > 0) une fonction continue et
strictement croissante telle que b = f (-a)^O, f(x)>x (|x| <a),
f (a) = a. Considerons la suite xn (z, 0) - e0 f (... (e„ f (0))...),
n-0, 1,2,... . En examinant les conditionssupplementaires auxquelles
f (x) doit satisfaire pour que la fonction limite _correspondante
| (z) = | (z, 0) soit continue dans / {et alors £_(z) = £ (z) = £ (z, 0)},
on arrive, en appliquant les resultats du paragraphe 1., aux resultats
suivants:

A. Pour que (z) soit continue dans /, ii faut et ii suffit que
xn + i (z, 0)-x„ (z,~0)-»0 (n->+ co).

B. Si][(z) est continue, l’equation t — f [- f (£)]
a une solution unique t0, t0 etant la solution unique de t= -f(t).

Si f(x) a une derivee f’ (x) (- a < x< + d) et si f (- a) = 0, on a:

C. Si g(z) est continue, on a f (/0)<l.
D. Ij(z) sera continue lorsque f (x)<;<7< 1 (~a<x<+a, q>0).
E. Si f (x) est convexe pour |(z) est continue

dans /.
Si f (x) est concave, alors | (z) sera continue:

F. Lorsque
0 1 n

(30) f' {-f[f(...[r(0)]. ..)]}• [f (0)p<g< 1 (n = 0, 1, 2,...);
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G. Ou, lorsque
(31) f' (x)^qf’ (0) (1 + x/a)K {0< q < 1; - a - a [I - f' (a)];

log f' (0) i
logf’(fl)J

Demonstration. a. A rćsulte immediatement de If.
b. Supposons que ?= -f[-f (?)] ait d’autres Solutions differentes

de t0. Soit (?)=-f [-f (?)], 0O (0-A 0n+i (?) = 0[0n (t)]
(n = 0, 1, 2,...). Indiquons par m et M (m tQ M) la plus petite
et la plus grande račine de l’equation £ = <t> (?). Alors on a;

- a < m < t0 < Af < 0, 0 (t) < t 0 (?) > t (-a^t < m),
M = - f (m), la fonction 0 (?) (-a<I?<;0) ćtant

continue et strictement croissante. D’apres ćela on a:

1° 0„ + 1 (O)<0„ (0) (n = 0, 1, 2,...), 0„ (0)->Af (/hoo);
2° 0n + 1 [-f(O)]>0„[-f(O)] (n = 0, 1,2,...), 0„[-f(O)]->/7Z

(a-»oo). D’autre part on a x2n (—, O) = 0„ [-f(0)] (rz = 0, 1, 2,...),
34

X2n -1 (—, O) = 0„ (0) (/z= 1, 2,...) de sorte que, d’apres (1. G. 4°),
o

{4 )xn (—, 0)1 etant divergente, £ (z) ne peut pas etre continue.
3 J ■

Ainsi B. est demontree.
c. Si f' (?0)>l, ?0 n’est pas la solution unique de ? = 0 (?),

par consequent, d’apres B., | (z) ne peut pas etre continue dans I.
Ainsi C. est demontree.

Avant de proceder a la demonstration des autres proprietes, ii
est necessaire, pour plus de simplicitć,

1° d’introduire la notation

P'V) {e' + i H.-.K f (0)...]} (Z = 0, 1,..., v),
* ' | particulierement: y(ov> (t)=xv (z, t), (?) = ev f (?);

2° d’appliquer la formule de la moyenne a la difference

Xv+i (z, 0)-xv (z, 0) = xv [z, ev+1 f (0)]-xv (z, 0) =

= ev+1 f(0)-x’v [z,

oii est un nombre entre 0 et ev+i f (0) et x'v (z, t) la dćrivee
de Xv (z, ?) par rapport a ?;

3° d’introduire la notation
(33) f6v=f’ [yp (!<->)].

d. D’apres (32) et (33) on a pour une valeur de ztl

(34) xv + i (z, 0)-xv(z, 0) = eo...ev+I f (0) ]J ft, v • f' (B<v>),
/=i

desorteque |x„+t-xv\^.f(P)-qv+' ->0(v-»oo). Ainsi D.estdemontree.
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e. De la dćfinition de f (x) on tire f’ (x) < 1 (- a <x < + a).
Nous allons distinguer deux cas suivant que ez=-l est vćrifiće
pour un nombre fini ou infini de valeurs de i. Dans le premier cas
on a z = p/2« de sorte que, d’apres (9), ćtant ćgal a ,,a“ et
f(-c) = 0, on a l (z) =■ l (z). Dans le second cas ii est toujours
possible, pour chaque N, de trouver un nombre n (N) tel que pour
chaque v>n(N) l’egalitć ez=-l soit verifiće pour au moins N
valeurs de zs^v. v ćtant ainsi choisi, tenant compte de (7), (32),
(33), (34) et des proprićtćs de f' (x), on peut ecrire

N v
ixv+1-xvi=f (o).n v/’ (B<v)) < f (o) • [/• (or-o

*=0 /=!

(7V->oo) de sorte que E. est demontree aussi.

f. Pour dćmontrer F. ii est necessaire de prouver d’abord les
faits suivants:

1° jj (z) sera continue dans I, si l’on a pour chaque z&I
X*+t-1 v

‘ = ‘ = X*v

(v > N; A = 0, 1,..., kv - 1; X* = Max X*; Q > 0).
v

En effet, f (x) ćtant concave, on a d’abord f' (*) < 1 (x}>0)
de sorte que, tenant compte de (7) et (34), on a

Xq — 1 1 “1 v

|xv+1-Xv|=f (O)-n^v-II Il4vII^vf’(rv,)<
/ = 1 X = 0 z = Xjt Z = Xjtv

(0)-l-/v Q.f’(|M)-+0 (v-oo).

Remarque. Si dans (7) k = 0, 1,..., n (n fini), le nombre z est
de la forme p/29 et la suite correspondante (z, 0) d’apres (9),
est convergente, cov ćtant ćgal a a et f(-fl) = 0 d’apres l’hypothese.

2° | (z) sera continue dans 1, si l’on a simultanćment

(35)

f' (t0)< 1,
4Jt.v[r(T)]x*+i’x*"1<<7<i,

v — X
«] V<Q,

(v>/V; k-0, kv-1;

*o<r<°)-

La dćmonstration rćsulte immćdiatement de la proprićtć prćcć-
dente tenant compte du fait f ’ (t) < f' (r) < 1 (t > 0).
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Pour ddmontrer F. ii suffit de pmuver que les conditions ( 5)
seront remplies, si (30) est remplie.

En effet, de (30) pour n = 0 on tire f' [ - f (0)] 9 < 1 et
ensuite, puisque -f (0) <ćo, f’ (t0)^q <1. D’autre part ii est facile
de demontrer l’inegalite

0 1 n
fxk,y<f' {-/[?(...[T(0)]...)]}>

D'apres ćela si (30) est remplie, la deuxieme condition (35) meme
est remplie pour t = 0. Puis, ćtant < f (0) d’apres sa dćfinition, on a

0 1 n+l
A ,v<r {-/[?(...[f(O)J...)]}, n = v-X*v.

Si l’on a maintenant
0 1 n+l

(36) f' {-f[f (...[f(0)]...)]}-[f’(0)]«<Q (n = v-Xftv)

Q>0etantunnombrea determiner. onauraafortiorifx , v[/'(0)]n^Q

(/z = v-X*v) et c’est justement la troisieme condition (35). Mais si
l’on remplace dans (30) n par zz+1, et si l’on divise l’inegalite
obtenue par f’ (0), on obtient, en y mettant q/f’ (0) = Q, l’inćgalite (36,).

Ainsi F. est demontree.

g. Pour dćmontrer G. nous nous servirons de la fonction
<p (x) = kx + c, k = f’ (a), c = a (1 - k). La tangente a la courbe y = f (x)
au point (a, a) ayant l’ćquation j.= <p (x), on a f (x)<cp (x)
(-a<>< + a), f (a) = <p (a). Par la methode de l’induction totale
on demontre facilement l’inćgalite

0 n
7{.. .[7(0)]...} < a [1-An + 1] (n = 0, 1,2,...)

d'oii, grace a la concavitć de f (x), on tire
0 n

f' {-?[...(7(0))...]}<f’[-fl (1-^ + *)] (n = 0, 1, 2,...).

Si l’on a maintenant

(37) f {-a (l-P + 1)}-[f’(0)]/I<9<l (zz = O, 1, 2....),

on aura (30) a fortiori, de sorte que | est continue. La condition
(37) peut etre remplacee par la suivante (qui est plus simple mais
moins forte)

(38) f’[-a (l-k‘)].[f’ (0)]‘^q-f’(0) (g<l;t>l)

ou t designe une variable continue (t~^ 1). En mettant x- - a (1 - A*),
k= - log /'(OJ/log f’ (a), (38) devient (31).

m_____  m__
En appliquant ces resultats a la fonction f (x) \’a + xl]'2a

(m>0, c>0) on obtient:
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1° Pour 0</n<l, I (z) et g (z) ont un nombre dćnombrable

de points de discontinuite partout denses dans I.

2° Pour l^/n<4, | (z) et g (z) sont continues et l(z)~Š(zCt
ćl ~ ~

II

Partant de la fonction limite de la suite

(39) xn (z, 0) = e0 f {...[e„ f (0)]...} (n = 0, 1, 2,...)

que nous indiquerons, pour plus de simplicite, par | (z), nous allons
proceder a l’iteration continue de f (x) en modifiant deux theoremes
dus a MM. Morgan Ward et F. B. Fuller4).

Soit f (x) ( —oo<x<4-oo) une fonction continue et strictement
croissante telle que

(40) f(x)>x, f (x)->0 (x— oo).

Designons par (x) = f (x), ... , fn +1 (x) = f [fn (x)],... ses
iterees successives et par f_k (x) (k = 1, 2, ..) leurs fonctions inverses.
Nous indiquerons par le nom d’iteree continue de f (x) toute fonction

(x) de deux variables x et y telle que

(i) 0O (x) = X, 01(x) = f(x) ( — co < X < + oo) ;

(ii) Qy+z (x) = 0y [0Z (x)] (-oo<x<+oo; y, z, j + z>-1);
(iii) 0y (0) est continue et strictement croissante pour -l^y^0.

Theorbme auxiliaire 2. Toute fonction 0 qui satisfait a (i),
(ii) et (iii) est continue et strictement croissante par rapport a x ety.
Pour chacune de ces fonctions Q~fy (x) U existe une solution unique
\|/ (x), continue et strictement croissante, de ićquation fonctionnelle

(41) (x+l) = f [x|/ (X)], (0) = 0

telle que

(42) fy (x) = >|/ (x)4-j] (-oo<x<+oo, 1).

Dćmonstration. Supposons que 0 = fy (x) soit une fonction
particuliere satisfaisant aux conditions (i), (ii), (iii). Du fait qu’on a
fx+i (0) = f [fx (0)] > fx (0) ii suit, d’apres (iii), que fx (0) est continue
et strictement croissante pour -l^x<+oo.

Ecrivons >]/ (x) au lieu de fx (0). Alors (x) a une seule
fonction inverse \]/-1 (x) continue et strictement croissante pour
— oo <x<4-oo telle que

'Hi'-1 W]='I/_1 ['I' W] = ^. (o)-'J'-1 (O)=o.
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D’autre part on a (x+/) = fx+j, (0) = fy [fx (0)] = fy (x)] et
•4/ (x + 1) = f (x)] d’ofi ii suit que f (x) est une solution de (41). On
a aussi (x) = fy {>|r [4'~1 (a)]} =>]/ ['k-1 (x) + v] et c’est justement (42).

Maintenant ii est evident que fy (x) est continue et strictement
croissante par rapport a x et y.

Enfin, la fonction \]/ (x) dans (42) est determinee univoquement
par fy (x). En effet, si y varie de -1 a + 00, x ćtant constant,
fy (x) croit d’une maniere strictement monotone et par consćquent

(x) aussi. 11 en est de meme de ^]/-1 (x). Si (0) - 0, on aura
aussi (0)=>0 de sorte que, d’apres (42), en y remplagant x par 0,
y par ii resulte (x) = fx (0) (~l<lx<+oo).

Ainsi le probleme de džterminer toutes les itćrćes continues
de la fonction f (x) est ramene k la solution de l’ćquation (41).

Thčorčme auxiliaire 3. 9 (x) ćtant une fonition de x ,0^x< 1)
continue et strictement croissante de 6 (0) = 0 a 0 (1 - 0( = f ' (0),
toute solution continue et strictement croissante de (41) a la forme

(43) (*) = /[*) [9 t*-W)L

[x] ćtant le plus grand entier

Inversement, pour chaqut fonction 0 (x) ainsi choisie, l'ćquation
(43) donne une solution continue et strictement croissante de (41).

Demonstration.18) D’abord pour toute solution de (41; continue
et strictement croissante on a 4/ (x) ->+ 00 (x-> + 00).

En effet. si {x)^L (L fini), on aurait (x)<L pour toutes
les valeurs finies de x et, d’apres (40), f\L}>L. f(x) etani continue,
ii existerait un nombre 8>0 tel que f (L-8)> L. En choisissant x0
tel que 4/ (x) > L - 8 (x x0), on obtiendrait (x+l) (x)] > L,
ce qui est en contradiction avec l’hypothese.

D’autre part on conclut facilement, d’apres (41), que
(x) - 00 (x 4 - 1).

De tout ćela ii suit que la fonction \|/ (r) a une fonction
inverse <t> = <t> (x) = 4r-1(x) continue et strictement croissante de -1
a + 00 dćfinie sur toute la droite des x.

11 est facile de demontrer que cette fonction inverse <t> satisfait
a l’equation fonctionnelle d’Abel14)

(44) 0 [f (x)] =d> (x) +1, (0) - 0.

Par convention nous ćcrirons en pour fn (0) (/z= - 1,0,1,2,.. ).
Alors on a e_i=-oo, ć0 = 0, et = f (0) et, d’apres (40), en<en + t. 13 * * 

13) La dćmonstration des theorfemes aux'lia)res 2. et 3. est au fond celle
employće dans 4).

u) Oeuvres complčtes de Nlels Henrik Abel, T. II., 1881, p. 36—39.
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II est facile de prouver que <?„-* +oo (7z->oo). En effet, de l’ćgalite
fx (0) = 'k (x) et du fait que (x)->+oo (x->+oo) on tire immć-
diatement e„->+oo (n->+ oo).

D’apres ćela ii est toujours possible de trouver, pour chaque
valeur de x (-1 <x< + oo), un entier k tel que
(45) ek^x<ek+\.

Supposons que x soit compris dans (45). Alors, tenant compte
des proprietes de f (x) et de ses iterees ordinaires, on peut ćcrire

x~fk 60, y^f-k (x) (0<y<f (0)),
ou f-k (x) est la fonction inverse de fk (x), definie dans l’intervalle
ek_x^x < + oo. Si I’on ecrit, ensuite, dans l’intervalle 0<Ix<f(0),
9-1 (x) a la place de <t> (x), on constate que 0-1 (0) = 0 et que
9-1 (x) est une fonction de x continue et strictement croissante
avec G-1 [f (0)-()]■=■ lim G-1 (x) = 1, parče que, d’apres (44),

X t f (0)
d> [f (0)] = <t> (0) + i =!.

De plus, on constate que la fonction inverse 9 (x) de la
fonction 6-1 (x) ainsi definie, a toutes les proprietes citćes dans
le theoreme auxiliaire 3. On voit d’ailleurs, d’apres (44), que

ou d> (x) = d> [/* (y)] = <i> (y)+k = Q~1 (y)+k

(46) <t> (x) = 6-1 [f_A (*)] + £

d’oii l’on conclut, tenant compte de l’inegalite (x~)<f (0),
que k = [<!>] est le plus grand entier

Pour determiner ii faut resoudre (46) par rapport ž x comme
fonction de <t>. On obtient <t> - [<t>] = [f-joj (x)], d’fi ii suit
9 (<t> - [<t>]) (x), ensuite x = {G (d>-[d>])}
et enf‘n (x) = fM {6 (x-W)}-

Inversement, si 4/ (x) = f[X] {9 (x-[x])} oti G remplit les condi-
tions du theoreme auxiliaire 3., on a

(X+1) = /[X + J] {G (x + l -[x+l])}=fM + i {e (x-[x])} =
-fVu {9 (r-MM-a* wj

et c’est justement l’equation (11).
Maintenant on peut donner le
Thćoreme VII. Si la fonction limite | (z) (O^.z^.2) de la

suite (39) est continue et strictement decroissante et si | (z) -» + oo
(z±O) et g (z)->-oo (zt2), alors:

1° la fonction

(47) fy (x) = g [2~y g-1 (x)] (-oo<x<4-oo); -l<j<+oo)

est une iterće continue de f (x);
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2° la fonction

(48) 'kW = s(2-x) (- l<x<+oo)

est une solution de l'equation (41) ayant la forme (43).

Inversement, si (41) a une solution de la forme (43) qui satisfait
d l'equation

tog-2 log 2T+~r_iJ + 00 = °> H<K+«)
la suite (39) est toujours convergente et sa fonction limite (z)
est donnće par

(50) § (x) = >]/ (-log %-log-^) (0<^<2).

Dćmonstration. La fonction | (ž)y etant la fonction limite de
la suite (39), satisfait, d’apres (13) et (14), aux equations

(51) | (2) + g (2-2) = 0 (0 < z < 2),

(52) fR(2z)]-%(z) (0<z<l).

Tenant compte des hypotheses faites sur lj (z) on tire de (52)
que la fonction f (x) est continue et strictement croissante pour
-co<x< + oo et qu’elle satisfait aux conditions (40). Maintenant,
ii est facile de demontrer l’ćquation suivante

fk [!(-?)] = l(z-2~k) (0<z<2-, k = -1, 0, 1, 2,...).

En supposant qu’elle soit satisfaite pour un k, on a /jt+i [? (■?)] =
= f {4 [£ (-?)]} = f [£ {z- 2-*)] = g (z-2~k-r) (0 <z< 2) ce qui veut dire
qu’elle est satisfaite pour k+1 aussi. Comme elle est satisfaite pour
k--l et k = 0, elle est satisfaite pour tout nombre entier A=-l,
0, 1, 2,... . Si on y met x au lieu de g (z), on obtient l’equation

(x) = g [2~* g-1 (x)] (-oo<X< + oo; -1, 0, 1, 2,...),

qui reprćsente les iterees ordinaires de f (x). En y mettant j a la
place de k, y pouvant etre un nombre quelconque >-l, on obtient
l’equation (47). II est facile de vćrifier que (47) satisfait aux condi­
tions (i), (ii), (iii). En remplafant, dans (47), x par 0 et v par x,
on obtient fx (0) = g (2~x), tenant compte que, d’apres (51), £(l) = 0,
I-1 (0) = l« D’apres le thćoreme auxiliaire 2., fx (0) = (x) est une
solution de (41) et, d’apres le thćoreme auxiliaire 3., elle a la forme
(43), c. q. f. d.

Demonstration du theoreme inverse. D’abord ii est evident qu’a
chaque solution de (41) ayant la forme (43) et satisfaisant a (49),
l’equation (50) fait correspondre une fonction unique (x) continue
et strictement dćcroissante de •+•<» a - <» pendant que x croit de 
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0^2. Pour que cette fonction soit la fonction limite de (39), ii faut
et ii suffit que, d’aprčs le theoreme I., les relations (51) et (52)
soient remplies. Mais, ii est facile de dćmontrer, qu’il en est ainsi
en effet. En ćcrivant

Mr (%M (-log-12-log 2-*)-B (2-x) (-!<*<+ oo)

l’equation (41) devient § (2~<x + 1)) = f [Ej (2-x)], qui en y mettant
2-x-1 = z, devient justement (52).

Si l’on met (j') = B (2-?) dans (49), on obtient Jj (2-2~>) +
+ tj (2_>’) = 0, d’o£i, pour 2~y = t, ii suit (51) pour -l<y<+oc,
0<£<2. En ecrivant * a la place de 2~x (48) devient (50).

Exemple. Soit f (x) = x+]/x2+1 =ctg (larcctg*). On trouve

fy W = ctg (2-y arcctg x) et g (x) = ctg (5jt) (0 < x < 2).
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